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CORRIGE DE ’EXAMEN DE RATTRAPAGE DU MODULE ALGEBRE 1

Exercice 1.

. Montrer que 2 est un élément primitif modulo 19.

. Déterminer l'entier k& < 18 tel que 2¢ = 7 modulo 19.

. Déterminer suivant les valeurs de ’entier n le reste de la division euclidienne de 7" par 19.
. Soit m un entier naturel non divisible par 3. Montrer que 19 | 7% + 72" 4+ 737,

. Calculer I'inverse de 7 modulo 19.

. Résoudre dans Z? 'équation (E) 7x + 38y = 2.
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Solution de l’exercice 1.

1. Il faut montrer que 'ordre multiplicatif de 2 modulo 19 est égal 4 19 — 1 = 18.

Modulo 19 on a, 2°=13,20 =7,27=14,28=9,2°=18 = —1.

Par conséquent ordjg(2) > 9. Or ordig(2) | 19 — 1 = 18. Donc ord;g(2) = 18.

2. D’apreés les calculs précédents, on a k = 6.

3. On a 7 = (25). Donc l'ordre de 7 modulo 19 est 3. On pose alors n = 3m +r avec r = 0, 1,2
Sin=0modulo3,onar=0et7 =(73)" =1 modulo 19.
Sin=1modulo3,onar=1et7" = (73)" x 7= 7 modulo 19.

Sin=2modulo 3,onar=2et7" = (73)" x 72 =49 = 11 modulo 19.

4. Posons u, = 7%+ 7*" + 73" Alors u, = 7" + (7%)? + (7")3.
Sin=1modulo3,onau,=7+7>+7=7449+ 1 =57 =0 modulo 19.

Sin =2modulo 3, onau, =11+ 1124+ 112 = 11 + 121 + 1 = 0 modulo 19.

5. On utilise l'algorithme d’Euclide ou toute autre méthode, on obtient 7 x 11 =4 x 19+ 1. Donc
I'inverse de 7 modulo 19 est égal al11.

6. Soit & résoudre I'équation (F) Tz + 38y = 2 dans Z2. Comme on a (7 x 11) — (19 x 4) =1, en
multipliant par 2, on obtient (7 x 22) — (38 x 4) = 2. D’ou la solution particuliere (22, —4). Et
la solution générale est (22 — 38k, 7k —4), k € Z.

Exercice 2. Pour tout n € N* on note F,, = {z € N|z <n -1} ={0,1...,n— 1}. Soit a un

entier naturel premier avec n. On définit sur E, la relation binaire R par :
Vz,y € E,, 2Ry < Ik € N: a*z = y modulo n

1. Montrer que R est une relation d’équivalence.

2. On prend n = 15, a = 2. Déterminer toutes les classes d’équivalence modulo R.

Solution de l’exercice 2.

1. Refexivité : Vo € E,,z = oz donc zRz.

Symeétrie : Soient x,y € E, tels que Ry, alors 3k € N : y = a*z. Comme a est inversible
modulo n, on a d’aprés le théoréeme d’Euler (a*)?(™) =1, oit ¢(n) est I'indicatrice d’Euler. Donc
(aF)?P=1. gk = (gF)?(") = 1. D'ou (a®)?() 1.y = 2, dou yRa.



Université Chouaib Doukkali - Faculté des Sciences Module : Algébre 1

Département de Mathématiques Responsable du cours : A. Haily
Filiere SMIA - Semestre 1 Année Universitaire : 18-19
Transitivité : Soient z,y, z € E, tels que 2Ry et yRz. Alors il existe k,m € N tels que : y = a*z,

ktmge Dou 2Rz

z=amy. Donconaz=a
2.

La classe de 0 est {0}.

La classe de 1 est {1,2,4,8, }.
La classe de 3 est {3,6,13,9}.
La classe de 5 est {5,10}.

La classe de 7 est {7,14,13,11}.

Exercice 3.
1. Soient a,b,n € N*. Montrer que a” | b" = a | b.
2. Soit z € QQ, on suppose qu’il existe un entier naturel n tel que ™ € Z. Montrer que = € Z.

3. On considére I’équation algébrique d’inconnue z € C,
(%) 2"+ ap_ 12"V + . @z +ag=0
ou les a € Z. Montrer que si x € Q est solution de cette équation, alors z € Z et x | ag.

Solution de I’exercice 3.

1. Posons a Ab = d le PGCD de a et b. Alors a = d’d,b = b/'d, et a’ AV = 1. Supposons que
a™ | b, alors il existe k € N tel que b" = v"d" = a™ = ka™d", donc Y™ = ka'™ et par suite
a™ | v Or a’ ANV =1, donc a’™ A b™ = 1. Par conséquent a =1 d’ou a’ =1 et a =d cest a
dire a | b.

2. Posons z =

ISEIS

. On a par hypothése z" = Z—Z € Z. Par suite a™ | b"™. ce qui implique d’apreés 1
que a | b, d'ou z € Z.

3. Posons x = g, avec ¢ € N* et p A ¢ = 1. L’équation algébrique (%) donne :

P+ a1 g+ an—op™ 2 4+ apg™ T+ apg” =0

Donc

_pn — an_lpnflq_i_ an_Qpn72q2 4+ alpqnfl +a0qn

—p" = q(an—1p" "t + an—2p" g+ ..+ a1pg" " + apg™Y)

Donc ¢ | p™, or p A g =1, donc ¢ = 1, ce qui implique que x € Z.

D’autre part z" + ap_12" 1+ ...+ a1z = —ag. Donc x | ap



