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Introduction

Introduction

La mécanique newotonienne est I'une des premiéres théories les plus
abouties.

Elle constitue un complet qui définit les outils de
calcul permettant de d’un point.

Ainsi nous allons d’abord passer en revue des notions sur les vecteurs et le
calcul vectoriel, le calcul opératoriel, les équations différentielles,les
repéres, les systémes de coordonnées et enfin la différentiation d’un
vecteur.
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Notions de vecteurs

Notions de vecteurs

Définition

c’est une grandeur caractérisée par quatre pro-
priétés :

e intensité : le module ou la norme du vecteur;
e direction;

e sens;

e et éventuellement l'origine.

Une grandeur est dite scalaire lorsqu’elle est dé-
crite par un nombre : masse, température, - - -
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Notions de vecteurs

Notions de vecteurs

Classes de vecteurs

E est un vecteur lié si son support et
son point d’application A sont fixes.
Exemples : Vitesse, Accélération, - - -

ﬁ est un vecteur glissant si son
origine peut prendre n’importe quelle
position sur son support (A).
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Notions de vecteurs

Notions de vecteurs

Classes de vecteurs (1)

AB est un vecteur libre si son origine et son .
support (A) ne sont pas fixes. On obtient ainsi
une infinité de configurations dites équipollentes B

au vecteur Ag. A,

Remarques

e Dans les figures précédentes, 1@ a son origine au point A et son
extrémité au point B, sa direction est celle de la droite (A) et son module

|AB| = AB.

e Toutes les grandeurs vectorielles dépendent du repére d’observation.

Mohamed EL KACIMI Mécanique du Point Matériel 8/40



Notions de vecteurs

Repéres et réferentiels

Le temps et la position

La connaissance du mouvement d’un point matériel nécessite la connaissance de
I’évolution de ses positions en fonction du temps. Aussi,

il est mesuré par une horloge. L’unité du temps dans le systéme international (SI) est

la seconde. ,

elle est détérminée dans un repére d’espace, ou triédre,
et exprimée dans un systéme de coordonnées. Le repére
est constitué de 3 axes Oz, Oy et Oz orthogonaux deux o @ y
a deux et concourants au point O appelé I'origine. Le

repére est noté alors R (O, x,y, z). Le repére est dit droit

si la régle du tire-bouchon s’applique pour ces axes.

Tire-bouchon

209202008
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Notions de vecteurs

Repéres et réferentiels

Notion de base de I'espace des positions

Chaque axe du repére est muni d’un vecteur unitaire qui indique I'orientation de I'axe et
I'unité de mesure sur cet axe. Soient (i, 7, k) les trois vecteurs unitaires portés

respectivement par les axes (Oxz, Oy, Oz). (i, ], k) forment une base orthonormée du repére
R(07 x, y7 Z)'

Dans la suite de ce cours toutes les bases seront orthonormées et directes.

Remarque
Tout vecteur ¥ s’écrit sur la base (4,7, k) comme

U= Ulz-‘r vz;-ﬁ- ng z
ou (v1,v2,v3) sont les composantes de ¥ respectivement
selon 7, j et k. . o™
La position d’un point M peut étre repérée a I'aide du vec- . y
— o i
teur OM tel que Y v
e s R S
OM = OH+HM = zi+yj+ k / ;
X H
(z,y,2) sont les coordonnées de M dans le repére
R(O,1,7,k).
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Notions de vecteurs

Opérations sur les vecteurs

Addition de deux vecteurs et multiplication par un réel

Les vecteurs seront exprimés dans la base cartésienne sauf mention contraire.

Soient deux vecteurs i et ¥ tels que

U = ulf—f— UQ_;"_ ’LL3E
7 = wvi+ 7)25—}— 7)3E
alors la somme des deux vecteurs est donnée par T
Uu+7 = (ul—i—vl)f—i— (UQ+U2)§,+(’LL3+U3)E M

Soit A\ un nombre réel. On a
Axid = Axu)i+(Axu)j+(\xus)k
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Notions de vecteurs

Opérations sur les vecteurs

Produit scalaire

Le produit scalaire entre deux vecteurs i et ¥ est défini par

U7 = up Xv1+uz Xve+uz X v3
gl
= @lFlcos(E, D) = Il cos(c).

<y

C’est un scalaire qui peut étre positif , négatif ou nul selon a.
est par définition
du vecteur . Ainsi

[=2]

OONJCcosa

Remarques

e A chaque vecteur non nul 7, on peut associer un vecteur unitaire i, tel que
. U v11 + v2) + vk

U = =
h 10l o2 402 402
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Notions de vecteurs

Opérations sur les vecteurs

Produit scalaire

Remarques Il

e Le produit scalaire ne dépend pas de la base dans laquelle les vecteurs
sont exprimés. Il est invariant dans un changement de base.

o ¢l valors u-v=0.

e Les composantes d’un vecteur sont constituées par ses projections sur les

vecteurs de la base :

U1 -1 U1 v-1
Uz = 17:] V2 = 17]
us u-k U3 v-k
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Notions de vecteurs

Opérations sur les vecteurs

Produit vectoriel ou produit extérieur

Le produit vectoriel entre @ et ¥, noté u A ¥, est un vecteur défini par :

e son module -
ll@ A9l = ||a]||d]| | sin(@, ) |= [|<]||7]] | sinex |;

e sa direction est orthogonale au plan formé par 4 et ©.

e son sens est tel que le triédre (4, U, 4 A ¥) est droit.

En utilisant les coordonnées cartésiennes de chacun des vecteurs, |'expression du
produit vectoriel est donnée par
UANT = (w1t + u2j + usk) A (vii + v2g + vsk)
i 7k
= (u2vs —uzv2)t — (u1vz — usv1)j + (wrve —ugvi)k = | uy  wus  us
U1 V2 VU3
qui peut étre donc mise sous la forme d’un déterminant développé suivant la premiére
ligne.
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Notions de vecteurs

Opérations sur les vecteurs

Produit vectoriel ou produit extérieur

Propriétés

e antisymétrie : YN T = —UAU;

e distributivité par rapport a I'addition : (41 + @2) A
e multiplication par un scalaire : Min U= U A X = A
e non associativité : @ A (42 A ¥) # (41 At2) A
Remarques

e Deux vecteurs non nuls sont paralléles si leur produit vectoriel est nul
@)/ = @ AT =0.

o Les vecteurs de la base cartésienne vérifient les relations suivantes :

S N o= F
PF o= 0 FAE = T lll= 1= IR =1,
k-i = 0 kA i
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Notions de vecteurs

Opérations sur les vecteurs

Double produit vectoriel et produit mixte

Le double produit vectoriel est un vecteur défini comme suit

— —

TN (OAT) = (4 -0)7— (T 9)w.

C’est un vecteur qui appartient au plan engendré par (¥, o).

—

On appelle le produit mixte entre trois vecteurs i, U et w le scalaire, noté (i, ¥, W) et
défini par

W) = d-(TAW).

<L

(@,

Si I'on explicite I’expression en fonction des coordonnées cartésiennes des trois
vecteurs :

U = wit+ u2j + usk v w1
irid i g = s — — —

U = wii+vaj) + vsk = (4,0, W) =u-(UAW)=| uz v2 w2
. . -

W o= wit+ wej + wsk uz vz ws

Mohamed EL KACIMI Mécanique du Point Matériel 16 / 40



Différentielle, calcul opératoriel et équations différentielles

Chapitre I: Rappels et Compléments
Mathématiques

3. Différentielle, calcul opératoriel et équations différentielles

Mohamed EL KACIMI Mécanique du Point Matériel 17 / 40



Différentielle, calcul opératoriel et équations différentielles

Différentielle et Calcul opératoriel

Différentielle

Cas d’une fonction a une seule variable f(z)

Dérivée : On rappelle que la dérivée de f(z) en z( est donnée

Y

par
. - _ f(x f(x,+h) df
(o) = limy_,o LZHM=1(z0) ’ o
o
Remarque foxp)
to(@)=F(x)
O X, Xo+h X

Différentielle : On rappelle que la différentielle de f(z) en z est donnée par

‘ df (zo) = f'(zo)h = f'(z0)dxz avec h = dx.

Remarque
e f(zo+ h) — f(zo) = df (x0) + he(h) avec limj, o e(h) =0
= f(zo +h) — f(xo) # df (o).
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Différentielle, calcul opératoriel et équations différentielles

Différentielle et Calcul opératoriel
Différentielle

Cas d’une fonction a deux variables f(z,y)

Dérivée partielle : On définit la dérivée partielle de f(z,y) par rapport a = en (xo,yo)
par

f(zotha,yo)=f(z0,y0)

lx

9f(z,y _ 1
%'x:fo - hmhw%O

Remarques
e On fixe y et on dérive f par rapport a = et le résultat est évalué en (zo, y0).
o Exemple : f(z,y) = log(z) 2y + 1) = %|$:$0 = 2—9960%

Différentielle : On définit la différentielle de f(x,y) en (xo,yo) par

T, Of (x,y
df($0,y0) = %ho»yodw + f( ut ‘To yody

Remarques
e Exemple : f(z,y) = log(z) 2y + 1) = df (z0,y0) = Q—{CO#dac + 2log(xo)dy
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Différentielle, calcul opératoriel et équations différentielles

Différentielle et Calcul opératoriel

Forme différentielle totale exacte

Forme différentielle : elle est définie par
‘ M(z,y)dx + N(z,y)dy ‘

La forme différentielle est dite totale exacte (d.t.e) s'il existe une fonction g(z,y) telle
que dg(z,y) = M(z,y)dz + N(z,y)dy.

condition de Schwarz

OM(zy) _ ONGw) _
Oy oz

Théoréme de Green :

oy (Mdz + Ndy) = [f 1, (BMS(Z ) %) ddy

= Si (Mdz + Ndy) est une d.t.e alors son intégrale sur un chemin fermé est nul.
— L’intégrale d’une d.t.e entre deux points A et B ne dépend pas du chemin suivi.
Exemple de d.t.e : Les fonctions d’état en thermodynamique : U, H, S, ---
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Différentielle, calcul opératoriel et équations différentielles

Différentielle et Calcul opératoriel

Opérateurs

Opérateur nabla V : L'opérateur V est un vecteur défini dans la base cartésienne par

V=2 7+6yj+ 2k

Gradient : Le gradient d’un scalaire f(x,y, z) est défini dans la base cartésienne par

= Of (z,y,2) 7 Of(z,y,2) 7 Of(z,y,2) 1.
gra?](f) =vV(f) = f(a,zy, )7 4 f(a,yJ, )]+ f(a,zy, ) o

Divergence : La divergence d’un vecteur A = A,i+ A,j + Ak est définie par

S A) =% e 20— 4

Rotationel : Le rotationel d'un vecteur A = A,i + Ayf—i— Ak est défini par

rob(A) = (G - %) i (% - %) T+ (% - ) F=V A
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Différentielle, calcul opératoriel et équations différentielles

Différentielle et Calcul opératoriel

Eléments de calcul opératoriel

Quelques relations du calcul opératoriel Soit dl = dzi + dyj + dzk,

. df = grad(f)-dl

. V-(fA) = (A-V)f+fV-A=grad(f)- A+f+(4)
. VA-B) = (AV)-B+ B-(VA)

. V- (VAA) = 0 soit = (rotAd)=0

e VANVAAL = V(V-A)-VA

— _‘,_’: 2:_ R R
A = V.V=V 8x2+8y2+8z2
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Différentielle, calcul opératoriel et équations différentielles

Equations différentielles

Premier ordre

Equation différentielle de premier ordre
‘ Y + f(x)y = g(x) ‘

ou f(z) et g(x) sont des fonctions de x bien définies.

Remarque : Linéarité de I'équation—> la solution compléte = la solution générale sans
second membre Yo, Y + f(2)ysm(z) = 0, + une solution particuliére y,

‘ Y = Ysm + Up-

Solution générale sans second membre ys,,

y + f(x)y = 0 = ysm = Ke~ Jf@)dz K est une constante réelle ‘

Solution particuliére y, : Méthode de la variation de la constante y = K (z)ysm

Yp = (f g(x)eF(”dx) e P ou F(z)= [ f(z)dx
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Différentielle, calcul opératoriel et équations différentielles

Equations différentielles

Premier ordre

Solution compléte

Y=Ysm tYp = (K + {f g(m)eF(w)dm}) e @ ou F(z)= [ f(z)da.

équation sans second membre 3’ + sin(z)y = 0, ainsi f(z) = sin(z) alors
F(x) = —cos(z) = ysm = C1e°®)

I g(z)e @ dy = [ sin(z) Ye~os(@) gg = gmcos(®) 11(72 — Yp = Cpe%(®) 41

Y=7Ysm +Yp = <Cl + Ca + Cimr)\i(m)) cos(®) — 1 4 K™ avec K =01+,
On vérifie bien que y = 1 4+ Ke°*(® satisfait I'équation différentielle.
Equation a variables séparées : f(y)y’ = g(x)

La solution d’une telle équation est
Fly)=G(z)+ K F(y)=[fly)dy et G(z)= [g(x)
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Différentielle, calcul opératoriel et équations différentielles

Equations différentielles

Second ordre a coefficients constants

: i la_forme
ay’ +by’ +cy = f(z) ol a,b,c constantes réelles avec a # 0.

Solution sans second membre : On cherche une solution de la forme
Ysm = €% = ar? + br + ¢ = 0, appelée I'équation caractéristique dont le discriminant
est A = b? — 4ac.

oA > 0: 2 soluti réelles r. 7o
Ysm = K1e™% + Kqe™® ‘

oA < ()

A= +ifet Do = —1i3
Yam = K1eM7 + Kpe™2" = e (K17 + Kye '07)

e/ = 0 : racine double réelle 712

‘ T12 = Ysm = € 12 (K1 + Kax) ‘

La i S forme
Yy = Ysm + Yp Yp étant une solution particuliére. ‘
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Systémes de coordonnées

Systéme de coordonnées

Introduction

On considére le référentiel formé par I'espace physique spatial, par exemple
le laboratoire dans lequel on méne une expérience, muni d’une horloge.

Pour étudier le mouvement d’un point matériel, on dote ce référentiel d’'un
systéeme de coordonnées.

Les systémes de coordonnées que nous utiliserons sont
e coordonnées cartésiennes (z,y, z) ;
e coordonnées cylindriques (p, p, z);

e coordonnées sphériques (r,0, ©).
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Systémes de coordonnées

Systéme de coordonnées

Coordonnées cartésiennes

Considérons un repére R(O, x,y, z) d’origine O et d’axes réctangulaires Oz,
Oy et Oz. Chacun des axes est muni d’un vecteur unitaire respectivement
i, j et k tel que (z 7 k) forme une base orthonormée directe tels que

ﬁlfﬂ = 7l = Ikl = 1
in = k
ink = 7
kAT = §

Un point M est répéré dans ce systéme par
et par le vecteur OM = i + yj + zk.
peut étre représenté par un vecteur colonne comme suit
x
—
OM = y
z

Le vecteur O

i,k
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Systémes de coordonnées

Systéme de coordonnées

Coordonnées cartésiennes

Les coordonnées peuvent étre reconstruites géométriquement.
Soit H la projection du point M sur le Z

plan (z,y) : .
e x : la perpendiculaire a I'axe Ox menée

de H coupe I'axe Ox en x;

[ ]

e z : la perpendiculaire a I'axe Oz menée /
de M coupe I'axe Oz en z; x

Si z,y et z dépendent du temps, alors (1), y(t) et z({) sont
les équations horaires du mouvement.

Le domaine de variation des coordonnées cartésiennes est
x €] — 00, +00|
y €] — 00, +00|
z €] — 00, +00]
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Systémes de coordonnées

Systéme de coordonnées

Coordonnées cylindriques

Le point M de coordonnées cartésiennes (x,y, z) peut &tre repéré par (p, p, z) définies par

z

OH|. = »
MY (OX,0H) = o

z = HM

p >0, €[0,2n] et 2 €] — 00, +00|.

OM = OH+OM =&, + 7k a7
avec €, = %
Remarques k
. : M décrit une orientée par ¢;

e o varie et p et z constants : M décrit un cercle de centre O dans le plan d’équation
z =constante;

. : M décrit une //aOoZz.
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Systémes de coordonnées

Systéme de coordonnées

Coordonnées cylindriques : base cylindrique

On peut construire la base cylindrique, orthonormée directe, comme suit :

€p = ‘((—71_{7 qui repére les variations de p;
e &, L aé, et contenu dans le plan (X,Y) : il repére les variations de ¢;

o &=k, qui repére les variations de z.

(e*p,éq,,lz) est la base cylindrique et R(O, é,, élp,lg) est le repére d’origine O muni de cette
base.

Notons que quand M se déplace, les vecteurs de la base varient.

La base cylidrique est une base mobile.

NV - = . - s
OM = pé, + zk, exprimons &, dans la base cartésienne :

T = pcosy
€y = cospi+sing] = y = psing
z = z

Un vecteur V/ peut s’exprimer dans la base cylindrique comme suit
ou V,,V,, et V, sont les composantes cylindriques de V.
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Systémes de coordonnées

Systéme de coordonnées

Cas particulier : coordonnées polaires

Lorsque M se déplace dans un plan d’équation z =constante, son
mouvement peut étre repéré seulement par p et ¢ que I'on appelle les
coordonnées polaires :

——
p = ||OM]| rayon polaire
M — = .
¢ = (Ozx,0OM) angle polaire
Ainsi
— = =
OM = pcosyi + psingj

= xz+yj:> tan p = L
T

Un vecteur V' peut se décomposer comme V =V,e, + V€., V, est la
composante radiale et V,, est la composante orthoradiale.
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Systémes de coordonnées

Systéme de coordonnées

Coordonnées sphériques

Un point M de coordonnées cartésiennes (z,y, z) ou cylindriques (p, , z), peut &tre
repéré par les coordonnées sphériques (7,0, ) définies par

z
——
r IOM]|, v = 0; T
M{ 9 = (0Z,0M) 0elo,n; |
— (JS?,()?) o € [0,27]. o :
Remarques 7‘ : - ) Y
e Si r varie et ¢ et ¢ sont constants, M décrit la N R

droite orientée par 6 et ¢;

e Si o est variable et r et 6 sont constants alors

M décrit un cercle de rayon rsinf ; X
e Si 0 est variable et r et ¢ sont constants, M

décrit le demi cercle méridien passant par M.
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Systémes de coordonnées

Systéme de coordonnées

Coordonnées sphériques

Le triédre définit la base sphérique telle que :

€, tangent en M a la paralléle dans le sens croissant de .

q = AR q ST
On exprime &, dans la base cartésienne et on le substitue dans OM :
Olq = ré.= rcosfk + rsinfé,
= rcosfk + rsinf (Costpf«k sintpi)

= TsinGcosgoZ—i— rsin@sincpj + rcosOk

xr = rcospsind
- y = rsingsing
z = rcosf
r = pcose = rcospsind
= y = psing = rsingsing
z = z = rcosf

Mohamed EL KACIMI Mécanique du Point Matériel 34 /40
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5. Différentielle d’un vecteur
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Différentielle d'un vecteur

Différentielle d’un vecteur
Définiti

La différentielle d’un vecteur A est la modification dA engendrée par la variation de
I'un ou de plusieurs paramétres dont dépend cette grandeur : temps, angle,
longueur,- - -. Considérons une base (¢1, é2, €3), alors

A =a1€1 + a282 + a3z = Z a;i€;
i=1,3
La différentielle du vecteur A est définie par

dA = Z (dai€; + a;dé;)

i=1,3

e U=1=di-u=0=dulu

e ||@|| = 1 = seule sa direction varie. Soit 6 I'angle
qui repére sa rotation.

o du =10+ do)—u() = |du||v avec ¥ L 4.

e df — 0 alors ||du|| = ||@||df = db;

e soit (&, ¥, W) une base orthonormée directe

= dil = dOT = 0dtG A @
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Différentielle d'un vecteur

Différentielle d’un vecteur

Notons par €} = i le vecteur rotation de , la différentielle de @ est alors égale a

di = O A adt
Revenons au vecteur A. On peut appliquer le résultat précédent aux vecteur de la base
(€1, €2, €3) et on obtient

dA = Z (da,,@,- +aiﬁA€idt> = Z da;€; +dtﬁ./\g
i=1.3 i=1.3

Q) étant le vecteur rotation des vecteurs de la base utilisée.

Remarque :

les vecteurs de la base ont le méme vecteur rotation puisqu’ils forment un
triédre solide et tournent donc de la méme facon.

Notons que la dérivée par rapport au temps d’un vecteur A s'obtient en
divisant par dt

A _J= Y wa+00A
i=1,3
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Déplacement élémentaire

Déplacement élémentaire

Définition

Considérons
repére R(O,

s un déplacement infinitésimale de A en M’ par rapport a un
i,7,k) tel que
—
dOM = dM = OM' — OM = MM’

Pour déterminer les déplacements élémentaires dans les différents
systémes de coordonnées, nous appliquons les resultats précédents établis
sur la différentielle d’un vecteur.

— S R o= . .
OM = xi+yj + 2k, sachant que les vecteurs i, j et k sont fixes ce qui
implique di = dj = dk = 0, le déplacement est égal a

(W[ = dxi + dyj + dzk.
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Déplacement élémentaire

Définition

O—>M z_»pé'p + k, sachant que le vecteur rotation de la base cylindrique est
Q = ¢k, le déplacement est
dM = dpe,+ pd, + dzk
= dpe, + [)dgplg NE,+ dzk
= dpe, + pdpe, + dzk

—— . L.
OM = ré, et le vecteur rotation de la base sphérique est

0= 9.590 + ok = 9.590 + ¢ (cosbé, — sinbéy) .
Le déplacement s’exprime comme suit :
—
dM = dré, + rde,

= dré, +r[dbe, + do (cosbe, — sinfép)] A e,
= drée, + rdféy + rdpsindé
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