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Introduction

Introduction

La cinématique est I'étude du mouvement du point matériel sans tenir
compte des causes qui en sont a l'origine.

Rappelons que la notion de mouvement est tout a fait relative car elle
dépend du repére par rapport auquel elle est définie.

Mohamed EL KACIMI Mécanique du Point Matériel 4/aa



Généralités

Chapitre Il : Cinématique du point matériel et
changement de référentiel

2. Généralités

Mohamed EL KACIMI Mécanique du Point Matériel 5/44



Généralités

Geéneéralités

Point matériel

Nous appelons par point matériel tout objet dont les dimensions peuvent
étre négligées et le mouvement se raméne a celui de son centre de masse.

Le mouvement de rotation du point matériel sur lui méme n’a aucune
incidence sur le mouvement du point matériel.

A chaque instant, la position du point matériel peut étre repérée par
@ x,y,z : les coordonnées cartésiennes, ou bien
° ou bien

@ 7,0, : les coordonnées sphériques.
b b
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Généralités

Generalités

Référentiel

Un référentiel est un repére d’espace spatial lié a un observateur doté
d’une horloge pour mesurer le temps.

Le mouvement d’un point matériel dépend du référentiel choisi pour
I'observer.

En mécanique classique, comme les vitesses qui sont mises en jeu sont
négligeables par rapport a celle de la lumiére, le temps est indépendant du
référentiel choisi. On dit que le temps est universel.
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Généralités

Generalités

Trajectoire

La trajectoire d’un point matériel est définie par I'’ensemble des positions
occupées par le point matériel au cours de son mouvement. Ell est notée

(©)-

Chaque position du point matériel )M/ sur sa trajectoire est repérée par
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Vitesse

Vitesse

Définition

La position d’un point M est repéré dans un référentiel R(O, X,Y, Z) par
le vecteur W

Le vecteur vitesse du point M est défini par

V(M/R) = lim OM (& + d) — OM (1
dt—0 dt
dM
dt
R

X
L’expression explicite de V(]\[/R) dépend du systéme de coordonnées que
I'on utilise.
Si |[V|| = Cte = Mouvement uniforme.
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Vitesse

Vitesse

Composantes du vecteur vitesse : coordonnées cartésiennes

La base cartésienne (i, /. k) est solidement liée a R et de ce fait ses
vecteurs sont fixes.

Le vecteur position est OM = i+ yj + zk.

On rappelle que
.0 .0 .0 0

dy +282 + ot

Le vecteur vitesse est définie dans la base cartésienne par :

-—
dM
V(M/R) = 42
MR = =
dr - dy - dz - - - g
_ axs ay —k _ a7 .7 7
g’ Tad Tttt s
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Vitesse

Vitesse

Composantes du vecteur vitesse : coordonnées polaires

Ces coordonnées sont bien adaptées lorsque le mouvement du point
matériel est plan. 2 coordonnées suffisent pour décrire la trajectoire :
(p, ). Le vecteur rotation de la base polaire par rapport a R est {2 = ¢k.

e —~ iR q 2.
Le vecteur position OM = pe, et le vecteur vitesse est défini par

dOM
at

de,

P

V(M/R) = i

= péyt+p

R
pé, + PN E,
pep + pPEsp.
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Vitesse

Vitesse

Composantes du vecteur vitesse : coordonnées cylindriques

Rappelons que la dérivée droite par rapport au temps dans ce systéme de
coordonnées s’écrit comme
d 0 0 0 0

a ~ op
Le vecteur rotation de la base cylindrique par rapport a R est Q= ¢)E.

Le vecteur position est OM = pé), + zk, ce qui donne pour le vecteur
vitesse :

—

——
- dOM . de 7
V(M/R) = = pep—i—pd—tp + zk

R

= pe,+pQNnéE,+ ik
= @, + ppé, + k.
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Vitesse

Vitesse

Composantes du vecteur vitesse : coordonnées sphériques

La dérivée droite par rapport au temps dans ce systéme de coordonnées
s’écrit comme

a .0 n 0 + .0 n 0

i ~ or o0 Yoy ot

Le vecteur rotation de la base sphérique par rapport a R est
0=k + 02, = p(coshE, — sinfép) + 62,
—

Le vecteur position est OM = ré,., ce qui donne pour le vecteur vitesse :

dOM de,
(M /R) = o ‘ = 1€ +r—0 7
R R

= 7é. +rQAE,
= ré.+7r [ (cosbé,. — sinféy) + Gew A €y
= 7€ + 0E + r¢sindé,
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Vitesse

Vitesse

Composantes du vecteur vitesse : coordonnées curvilignes

Le repére associé a ces coordonnées s’appelle le repére de Fresnet.
La position de M est repérée par |'abscisse curviligne s :

Le vecteur vitesse est défini par

(©) V(MR) "

— —
. . OM(t +dt) — OM(t ¢
V(M/R) = lim ( d)t ®) M(t+%rv|(t)
@ | et
dts0 dt ; [oX R
ds
=
dt

avec |[V(M/R)|| = 4
- V(WM/R) /
t 7T = ——=——"+~———.
T = W@/l
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Accélération

Accélération

Définition

Le vecteur accélération §(M/R) du point M par rapport a R est défini par
la dérivée par rapport au temps dans R de V(M /R) :

dV (M/R)

FMR) = S

Remarque

Mouvement uniforme —> ||V (M/R)|| = Cte d’oi

d|[V(M/R)|I?
dt

dV (M/R)
dt
— J(M/R)-V(M/R)=0 Vit

=0 = V(M/R)- =0
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Accélération

Accélération

Composantes du vecteur accélération : coordonnées cartésiennes

L’accélération est donnée par

dV (M/R)

(M =
i(M/R) -

R

d (.—.»_‘_.—.»_F.E)
= —|x1+1 zk
dt Y

R
= Fi+ij+ k.
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Accélération

Accélération

Composantes du vecteur accélération : coordonnées polaires

Dans le cas ot le mouvement de M est plan, I'accélération en coordonnées
polaires est donnée par

. dV (M/R
sorm) = TOUR)
R
d
= o (06 + pely)
R
de, de,
= P&+ p—L 4 PP, + ppE, + pp—F
dt dt
or ¢, =gk \é, = (i, et t, = ¢k N\ &, = —p¢,, ce qui implique

F(M/R) = (p = p$*)ép + (209 + p@)e,.
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Accélération

Accélération

Composantes du vecteur accélération : coordonnées cylindriques

L’expression de I'accélération est obtenue en dérivant le vecteur vitesse
exprimé dans la base cylindrique par rapport a R :

d =5
HMR) = = ( 8, + ppe, + m)
A 0 d(?p 3005 N 0 d(?gp O
= PEtp—r| +PPep t+pde, +pp—S| + 2k
R L

7

(5= p2?)Ep + (200 + pP)é, + %
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Accélération

Accélération

Composantes du vecteur accélération : coordonnées sphériques

De la méme maniére, on dérive par rapport au temps dans R le vecteur
vitesse exprimé en coordonnées sphériques :

FMJ/R) = % (ra + 16y + rgbsme@,)
R
. .deé, S , d€p
= r(zr—|—rﬁ + (10 + r)éy + 16 e R+

—

: de
+(7sing + r@sing + rgbcosf)é, + r(ﬁsin@%

R
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Accélération

Accélération

Composantes du vecteur accélération : coordonnées sphériques

de; PP
def = sinbde, + ey
it
dey .
% = gcoste, — 08,
R
— J(M/R) = (¥ —r6*—r¢3sin®0)e, + (27‘9 + 76 — Tg'o%in@cos@) €+

+ (27"9&51119 + r@sing + 27'(99&(:089) €y
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Accélération en coordonnées curvilignes

Accélération en coordonnées curvilignes

Base de Fresnet

Comme indiqué auparavant, la base associée a ces coordonnées est la base de Fresnet

(7,7,0) telle que
e 7 : tangent a la trajectoire (C) au point M dans le
sens du mouvement.

i

o b tel que T AT
orthonormée.

= b et (7 ii,b) forme une base

o le vecteur rotation des vecteurs de la base de Fresnet
par rapport a R est 2 = &b avec ds = Rda.

e Le plan qui contient (7, 7) contient localement la tra-
jectoire au point M : plan osculateur. Le cercle de rayon
R tangent a la trajectoire au point M est dit le cercle
osculateur et R est le rayon de courbure de la trajec-
toire au point M.

© FWmR™
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Accélération en coordonnées curvilignes

Accélération en coordonnées curvilignes

Composantes du vecteur accélération

La dérivée droite par rapport au temps dans ce systéme de coordonnées
est donnée par

d .0 .0 0

—_ = « 0

dt ds Jda Ot
Pour calculer I'accélération, on dérive le vecteur vitesse dans R exprimé en
coordonnées curvilignes :

—

L dT
= 8T + 55—

dt
R

d(s7)
dt

=abNT=an

F(M/R) =

R

R

et $ = ||X7(M/R)|| =V = Rd = & = V/R, ce qui donne finalement
2 av

—

(M = 57 —-—n
V(M/R) ST + Rl o .
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Accélération en coordonnées curvilignes

Accélération en coordonnées curvilignes

Composantes du vecteur accélération

e v, = V est appelée I'accélération tangentielle
e 7, = V2/R est appelée I'accélération normale.

Le rayon de courbure au point M peut étre déduit comme suit

V2
Yo = = ?M(M/R)H
V(IM/R)
- |PFE nswnm)|
3
= R = v
HV(M/R) AF(M/R) H
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Accélération en coordonnées curvilignes

Accélération en coordonnées curvilignes

Nature du mouvement : accéléré, retardé ou uniforme ?

On peut déterminer la nature du mouvement grace au produit scalaire
entre le vecteur vitesse et le vecteur accélération, en décomposant cette
derniére dans la base de Fresnet :

V(M/R)-V(M/R) = (%7 + i) VT
v

dt
R

=V

comme V = [|[V(M/R)| > 0, le signe du produit scalaire entre
I'accélération et la vitesse du point M nous renseigne sur le mouvement :

—

F(M/R) - V(ﬂ\[/'R) > (0 alors dV/dt > 0 et le mouvement est accéléré;
/(M/R) - \7(5\//73) < 0 alors dV/dt < 0 et le mouvement est décéléré;

—

(M/R)-V(M/R) =0 alors dV/dt = 0, la vitesse est constante et le mouvement est
uniforme.

=y 2 =2

Mohamed EL KACIMI Mécanique du Point Matériel 27 /44



Changement de référentiel

Chapitre Il : Cinématique du point matériel et
changement de référentiel

6. Changement de référentiel

Mohamed EL KACIMI Mécanique du Point Matériel 28 /44



Changement de référentiel

Changement de référentiel

Introduction

Le mouvement d’un point matériel peut s’avérer parfois simple si I'on peut
passer par un repére intermédiaire. Exemple : Chute libre d’une bille dans
un train :

e Observateur sur le train : trajectoire rectiligne;

e Observateur sur le quai de la gare : trajectoire parabolique;

Considérons deux référentiels en mouvement I'un par rapport a l'autre. Le
premier référentiel R(O, zyz) d’origine O est muni de la base orthonormée
(Z, 7 E) Le deuxiéme référentiel est noté R, (01, z1y121) d’origine O; et
muni de la base orthonormée (71,31,1_9'1).

On se propose d’établir les relations respectivement entre
e V(M/R) et V(M/Ry) e Y(M/R) et ¥(M/R1)
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Changement de référentiel

Changement de référentiel

Composition des vitesses

La position de )M est donnée par
— _
OM = 001+0:M
— — = =
= 001+ z1i1 + 11 + 21k

(x1,y1,71) étant les coordonnées cartésiennes du point M dans le repére
relatif.
La vitesse du point M par rapport a R est égale a

— —
- dOO dOM - R S
V(M/R) = e : dlt =V(O1R) + &1i1 + §1J1 + 21k +
R
diy djy dk,
+$1E + ylﬁ + Zl%
R R
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Changement de référentiel

Changement de référentiel

Composition des vitesses

Or, en notant par Q(Rl /R) le vecteur rotation de R par rapport a R :

= - d]l
—_— = QMR1/R)Ni1, —
i (R1/R) Nia g

—

k1
dt

R
ce qui donne
V(M/R) = ‘7(0172) +irig + 3)151 + 21k + Q(RI/R) A (11Z1 + yljl + 21721)
= V(O1R)+ @11 +1j1 + z1k1 + Q(R1/R) A 01—]\;
Ainsi le vecteur vitesse peut étre décomposé dans les deux repéres par

. - » Vi (M) @191 + 11 + 2k = V(M/R1)
V(M/R) = Ve(M) + Vr(M) { Vo(M) = V(01/R)+G(Ri/R)A (71—]\_}

o V(M/R) : vitesse absolue ;
e V, : vitesse relative;
e V. : vitesse d’entrainement ;

Mohamed EL KACIMI Mécanique du Point Matériel
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Changement de référentiel

Changement de référentiel

Composition des vitesses

Remarques

* R; est en translation par rapport a R si i1/ /i j1/]7 et ki) /k
— O(Ry/R)=0et V. =V(0:/R).
e Soit F' un point fixe dans R; — (d/dt)O?ﬂRl =0 et
WOF | = V(O1/R) + 9OF |, + (R, /R) AOLF
— V(01/R)+O(R1/R)AOLE = Vo(M = F)

La vitesse d’entrainement est la vitesse d’un point fixe dans R; qui
coincide a l'instant ¢ avec M.
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Changement de référentiel

Changement de référentiel

Composition des accélérations

Le vecteur accélération du point M par rapport a R est donné par

. V(M) dV.(M)
Y(M/R) = o +—
R R
avec
av.(M)|  dV.(M) - -
o = = + G(R1/R) A V(M)
R
= F(M/R1) +G(R1/R) AV, (M)
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Changement de référentiel

Changement de référentiel

Composition des accélérations

et

dVe (M)
dt

d(ﬁ(R]/R)Ao]—M)
at

dV(01/R)
dt

R.
= F(01/R) + Q(R1/R) AN O1 M+

+Q(R1/R) A )

Rl

— F(01/R) + O(R1/R) AOIM + Q(Rl/R A V(M
+Q(R1/R) A ((R1/R) A Oy M)

R

G(R1/R) A (m

Mohamed EL KACIMI Mécanique du Point Matériel 34 /44



Changement de référentiel

Changement de référentiel

Composition des accélérations

La loi de composition des accélérations peut s’écrit alors comme suit
YM/R) = Fr(M)+Fe(M)+ %(M); .
= JM/R1)+5(01/R) + Q2UR1/R) NO1 M+
+0(R1/R) A (S(R1/R) A (Tz\f) +
+20(R1/R) A V(M)
o 7. = F(M/R)
— accélération relative

o 7. =F(01/R) + LRUR| A OIM + G(R1/R) A (Q(R] /R) A O M)

R
— accélération d’entrainement
Y. =2Q(R1/R) AN V,.(M)
— accélération de Coriolis.

Mohamed EL KACIMI Mécanique du Point Matériel

35 /44



Changement de référentiel

Changement de référentiel

Composition des accélérations

Remarques
e L’accélération d’entrainement est I'accélération d’un point fixe dans R,
qui coincide a l'instant ¢ avec M.

dv,
dt

e Noter que 7,

° Mouvement de translatlon
— (0=0=7.=0et 7. = 9(0:/R)

e Mouvement de translation rectiligne uniforme :
— (G=0=7.=0et 7. =0=F(M/R) =F(M/R1)

L’accélération reste la méme dans tous les référentiels en translation rectiligne
uniforme les un par rapport aux autres.
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Application

Application

Coordonnées cylindriques : Vitesse

Vitesse relative :

- —
V(M) = 4%
R,
= @, + ik,

Vitesse d’entrainement :
Vo(M) = Q(Ry/R)AOM
= gpl;: A (p(?p + ZE)

= ppéy

Mohamed EL KACIMI

La vitesse absolue est alors

V(M) + V. (M)
PEy + pE, + K.

V(M/R)
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Application

Application

Coordonnées cylindriques : Accélération

Accélération relative

(M) = d‘z(.i,(t]&j)
R
= pé,+ zk
Accélération d'entrainement
B o o —_—
Ne(M) = (Rl/R) A O +Q(R1/R) AN (QUR1/R) ANO1 M)
= 4,;/47/\([)(2,,—0—7 P2k A ( {p(’,)—o—i'k’D

= ppe, — pP*E,
Accélération de Coriolis
(M) = 20(Ri/R) A V(M)

= 2<,ok A (pep + zk)
= 2p8,
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Application

Application

Coordonnées cylindriques : Accélération

En appliquant la loi de composition des accélérations, on obtient

'V(M/'R) = '_Y'T""_Y‘e""_y‘c .
= (p—pp?)ep + (pp + 200)8, + 2k

Remarque
Si z = 0, on retrouve I'’expression de I'accélération dans le systéme de
coordonnées polaires.
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Application

Application

Coordonnées sphériques : Vitesse

R(0,1,7,k) : référentiel absolu;
R (O,¢,,¢p, e, ) : référentiel relatif avec
Q(R1/R) = ¢k + ¢, > = p(coshE, — sinfep) + 0€,

Vitesse relative : La vitesse absolue est alors
. =
) - o
IR V(M/R) = Vi(M)+V.(M)
= Ter = 1€, + 10y + rpsinbe,
Vi_pesse d'entrginement . i i i
Ve(M) = QR1/R)ANO1M

(0K + 02,) Aré,
rok A €. +rlé, N e,
= rysinfe, + riéy
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Application

Application

Coordonnées sphériques : Accélération

Calculons d’abord la dérivée par rapport au temps du vecteur rotation :

d3(R1/R ST G j de.
RUR - = @k +bE, + 6%

R o . IR,
= cﬁk—i—@e(p—i—ﬂ(gok—k@e(p)/\élp
= cpk+06<p+0<pk/\e<p
= @k+ 6&, — Op(coshey + sindé,.)

et

G(R/R1) A (S(R1/R)AOIM) = (¢ +68,) A [(¢E +68,) A ra]
= (¢k+ 08,) A (rsinde, + 7‘989)
= —r{2sinf(cosh€y + sinbé,) + rfpcosdé, — rf2é,
Q(R1/R) A O ﬁ) = r@singé, + 108y + r0pcoshE.,.
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Application

Application

Coordonnées sphériques : Accélération

Accélération relative

(M) = 0
e Rl
= 7e,
Accélération d;'entrainemﬂ - - .
Fe(M) = QR1/R)NOIM + QUR1/R) A (Q2R1/R) ANO1 M)
= (—r¢®sin?0 — r62)é, + (—r¢3sinfcosd + r)és+
+(2rfpcosh + rpsing)é,
Accélération de Coriolis
(M) = 20(R/R1) AV.(M)
= 2@k +68,) Aie,
27 (psinbe, + 0ép)
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Application

Application

Coordonnées sphériques : Accélération

En appliquant la loi de composition des accélérations, on obtient

;);(M/R) = ’T/)T + ;I;(: + f?’c
= (r — r¢2sin29 — 7“92) er+
+ (rf — r2sinfcosh + 27“0) €p+

+ (r@sing + 2r@bcosd + 27"¢sin9> g,
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