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Les 4 exercices sont indépendants. Justifiez toutes vos réponses.
La qualité de présentation et de rédaction sera prise en compte.

Exercice 1. Soient f la fonction définie par f(z) = \*",r(] - 1), D; son domaine de définition et A
le sous-ensemble de & défini par - A = {.r. € By fl2) > z}

1- Déterminer Dy

2- Montrer que A admet une borne supérieure (on ne cherchera pas a la déterminer).

3- Résoudre dans R l'inéquation f(z) > r. -

4- Montrer que A n'admet pas de plus grand élément.

Exercice 2. Soit F la fonction définie sur R par : F(z) = asinz + 1, ol a €] — 1,1] est une
constante,

1- Montrer qu'il existe un réel z, tel que F(zy) = xo.

2- Montrer qu'il existe a €]0, 1/, tel que pour tout (z,y) €Rona:|F(z)—- F(y)| <alz -yl
On considére la suite (z,), définie par z; = 1 et, pour tout n > 1, ., = F(z,,).

3- Montrer que, ¥n > 1, |Tp41 — To| < alz, — 20|~

4- En déduire que la suite (z,), converge vers zg.

Exercice 3. Soit g la fonction définie par g(z) = arcsin(y/z).

a) Déterminer le domaine de définition de g.

b) Vérifier que g est dérivable dans ]0, 1[ et calculer sa dérivée dans ]0, 1|
¢) Montrer que pour tout z € |0, 1, % arccos(2z — 1) + arcsin(y/z) = g

) ) & cosx — |
Exercice 4. Soit h la fonction définie sur BR* par h(zr) = e
reosT — sinr

a) Etudier I'existence de la limite en 0 de la fonction h.
b) Est-il possible de prolonger h par continuité en 07

1 :
Exercice 5. Calculer lirf rln(——ti).
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Bonne Chance



Corrigé du CF_Analysel S1 Automne2014
Exercice 1 : On a f(z) = \/z(1 — z).

1- La fonction f est bien définie si et seulement si, (1 —x) > 0. Or (1 —2) > 0 < z € [0,1]. D’ou

Dy = [0,1].
1 1 1 1 1 -
2- On a f(;l-) = /_—1(1 — Z) = Z\/g > i Donc A # (). De plus A C Dy est majorée par 1. En tant que
partie de R non vide et majorée, A admet donc une borne supérieure.
z € [0,1] z € 0,1] z € [0,1] 1
3- Ona — — (=>xe]0,§[‘
ve(l—z) >z (1l — ) > 2?2 z(l1-2z)>0

1 1
4- D’aprés la question précédente, on a A = ]0, 3 [, donc sup A = 3" Si A avait un plus grand élément, il
1
serait égal a sup A = 3 Or f (%) = %, d’ou 3 ¢ A. Donc A n’a pas de plus grand élément.
Exercice 2 : f(z) =asinz+1,ona€]—1,1[

1-  On considére la fonction g : @ — a sinxz+1— 2. C'est une fonction continue sur R et ona g(0) =1 > 0 et

9(3) = asin3+1—3 < 0. Donc par le théoréme des valeurs intermédiaires, zg €)1, 3[ tel que g(zo) = 0,

c’est-a-dire f(z¢) = zo.
2- La fonction f est dérivable sur R donc, en particulier, dérivable sur tout intervalle d’extrémités x et y.

Donc Vz, y € R, on a par le théoréme des accroissements finis,
il existe ¢ compris entre z et y tel que : f(z) — f(y) = (z —y) x f'(¢) = (x — y) x a cos(c).
Et comme sup.cp |a cos(c)| < |al, on a :
Ve, y €R, |f(z)— f(y)| = |acos(c)| < alz—y|, avec a = |al.

3- Pour tout n > 1 on a, d’aprés I'inégalité précédente, |z,+1 — 20| = |f(2n — f(20)| < a|2, — 0l.

4- En appliquant successivement 'inégalité qu’on vient d’établir, on a :
. 7 # i 21, s n—1
[£n — 0| < a|Tn-1 — 20| £ @°|Tp—2 —x0| < ... < " |21 — 20|

Dot 0 < limy 00 |@n — 20| < |21 — 20| limp—ae @™~ . Comme a €]0, 1], on conclut que limy, 00 |2y —

zo| = 0 ce qui est équivalent a lim,, ., =, = 29



Exercice 3 : On a g(z) = arcsin(y/7).
a) La fonction g est bien définie si, et seulement si, x > 0 et \/z € [—1,1]. On en déduit que D, = [0, 1].
b) La fonction g est la composée de deux fonctions dérivables sur ]0, 1[ donc elle est dérivable sur |0, 1] et

ona:
1 1

1
TWEI-(VEP  2Ve(l-a)

1
c) Posons h(z) = 3 arccos(2x — 1) + arcsin(y/z), pour z € ]0,1[. Cette fonction est bien définie et est

Ve €01l ¢'(2) = (V&) x (arcsin)'(v/2)

dérivable. Pour montrer qu’elle est constante sur |0, 1[, il suffit de montrer que sa dérivée est partout

nulle. On a

(@) = (% arccos(2x — 1))I + (a‘rcsin(\/:?))/
= % x (2x — 1)’ x (arccos)’(2z — 1) + (v/x)" x (arcsin)' (v/z)
1 -1 1 -1 1
= = XZX + = —
2 V1-(2z-1)2 2y/z(1-2) +Az(l-2z) 2z(1-z)

Ainsi Vz €]0,1[, h(z) = h(3) = 3 arccos0 + arcsin \/g = 3 X 3 + arcsin 3@ =Z+2=2Z

Exercice 4 : Posons f(z) = cosz — 1 et g(x) = xcosz — sinz. Ces deux fonctions sont dérivables sur R (et
donc en particulier au voisinage de 0) et on a f(0) = g(0) = 0. En appliquant la régle de 'Hospital on a :

. f(x) . (& : —sinz ) —sinx
lim = lim ——- = lim - = lim -
a—0t g(x)  a—so0t ¢/(z) a—m0t cosz —xsinr —cosr  a—0t zSinx

= —0Q.

De la méme maniére on obtient que lim, - é((;—)) = o0. On en conclut que la fonction A n’admet pas de limite

en 0.

Elle n’admet donc pas de prolongement par continuité en 0.

1 H a(14-1
Exercice 5 : Remarquons que zIn % = hﬁ(lj—l') En posant u = % on a
14 In(1 + u) In(1+u) —In(1+0)

lim zln = lim = lim = (In(1+ z))’ =1
—+00 T u—0 U u—0 u—0 =0



