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Exercice 1. 1. a) 1èreMéthode : Par l’absurde, supposons que x + r ∈ Q, alors il existe p, q dans Z
(q 6= 0) tels que :

x + r =
p

q
.

Puisque r = p′

q′ ∈ Q (q′ 6= 0), on a x = pq′−p′q
qq′ ∈ Q, ce qui est absurde car x /∈ Q.

2ièmeMéthode : Soit r ∈ Q. Si x + r ∈ Q, alors x = (x + r) − r ∈ Q (car Q est stable par
soustraction.) Comme x /∈ Q et par le raisonnement par contraposé x + r /∈ Q.

b) 1èreMéthode : Par l’absurde, supposons que rx ∈ Q, alors il existe deux entiers p et q dans (avec
q 6= 0) tels que :

rx =
p

q
.

Puisque r = p′

q′ ∈ Q (avec p′, q′ deux entiers non nuls, car r 6= 0), x = pq′

p′q ∈ Q, ce qui est absurde

car x /∈ Q.

2ièmeMéthode : Soit r ∈ Q \ {0}. Si rx ∈ Q, alors x = rx
r ∈ Q (car Q est stable par division).

Comme x /∈ Q et par le raisonnement par contraposé rx /∈ Q
2. 1èreMéthode : Supposons, par l’absurde, que x ∈ Q, alors il existe deux entiers p, q (avec q 6= 0) tels

que :

x =
p

q
.

Donc,
√

2
2 (r′ − r) = p

q . Puisque r et r′ sont deux rationnels, alors

r′ − r =
p′

q′
6= 0,

donc
√

2 = 2pq′

qp′ ∈ Q, ce qui est absurde car
√

2 /∈ Q (Démonstration : Voir cours).

D’où : x /∈ Q.

2ièmeMéthode : Soient r, r′ ∈ Q avec r < r′. On a donc r′−r
2 ∈ Q \ {0}. Puisque

√
2 /∈ Q et d’après

1.b), On déduit que
√

2
2 (r − r′) /∈ Q.

3. Notons y = r +
√

2
2 (r′ − r). Donc y ∈]r, r′[ car y =

√
2

2 r′ + (1−
√

2
2 )r et 0 <

√
2

2 < 1.

Puisque r ∈ Q et
√

2
2 (r′ − r) /∈ Q alors y /∈ Q.

Conclusion : Entre deux rationnels distincts il y a au moins un irrationnel
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Exercice 2

1. Soient a > 0 et b ≥ 0. Si a ≥ b, alors 2a > b et donc 2 ∈ S, ce qui implique que S est non vide. Si
a < b, alors d’après la propriété d’Archimède il existe n ∈ N tel que na > b. D’où il existe un entier
n tel que n ∈ S, i.e. S est non vide. Comme S est une partie de N et chaque partie non vide de N
admet le plus petit élément, on déduit que S admet le plus petit élément que l’on note p.

2. Par l’absurde, supposons que r ≥ a, alors

b− (p− 1)a ≥ a,

donc b ≥ p a ainsi p /∈ S. Ce qui est absurde car p est le plus petit élément.

3. Soit x > 0 et y ≥ 0. D’après la question 2), il existe r < x tel que

r = y − (p− 1)x,

avec p est le plus petit élément de {n ∈ N : nx > y}.
Si on pose q = p − 1 ∈ N, on déduit que pour tout x > 0, pour tout y ≥ 0, il existe un couple
(q, r) ∈ N× [0, x[, tel que : y = qx + r.
Unicité : Supposons que :

y = q1x + r1, avec 0 ≤ r1 < x

y = q2x + r2, avec 0 ≤ r2 < x.

On a : (q1 − q2)x = (r2 − r1). Or −x < r2 − r1 < x, alors −x < (q1 − q2)x < x.
Il en résulte que :

0 ≤ |q1 − q2|x < x,

et donc
0 ≤ |q1 − q2| < 1.

Finalement, |q1 − q2| = 0. D’où : q1 = q2 et r1 = r2.
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Exercice 3

1. — Les majorants de [1, 2] ∩Q sont [2,+∞[.
— sup([1, 2] ∩Q) = 2, car par définition de la borne supérieure ; c’est le plus petit de [2,+∞[ qui est

2.
— max([1, 2] ∩Q) = 2, car 2 est le plus petit des majorants de [1, 2] ∩Q et 2 ∈ [1, 2] ∩Q.

2. — Les majorants de [1, 2[∩Q sont [2,+∞[.
— sup([1, 2[∩Q) = 2, car 2 est le plus petit de [2,+∞[.
— [1, 2[∩Q n’admet pas de plus grand élément, car 2 = sup([1, 2[∩Q) /∈ [1, 2[∩Q.

3. — Les minorants de [1, 2] ∩Q sont ]−∞, 1].
— inf([1, 2] ∩Q) = 1, car par définition de la borne inférieure ; c’est le plus grand de ]−∞, 1] qui est

1.
— min([1, 2] ∩Q) = 1, car 1 est le plus grand des minorants de [1, 2] ∩Q et 1 ∈ [1, 2] ∩Q.

4. — Les minorants, la borne supérieure et le plus petit élément de [1, 2[∩Q sont de même que (3.).

5. — L’ensemble N n’est pas majorée, donc N n’admet ni la borne supérieure, ni le plus grand élément.
— Les minorants de N sont ]−∞, 0].
— inf(N) = 0, car 0 est le plus grand de ]−∞, 0].
— min(N) = 0, car 0 est le plus grand de ]−∞, 0] et 0 ∈ N.

6. — Tout d’abord, on a

X :=

{
(−1)n +

1

n+ 1
: n ∈ N

}
=

{
(−1)n +

1

n+ 1
: n pair

}
∪
{

(−1)n +
1

n+ 1
: n impair

}
=

{
1 +

1

2k + 1
: k ∈ N

}
∪
{
−1 +

1

2k + 2
: k ∈ N

}
:= X1 ∪X2.

— Les majorants de X1 sont [2,+∞[.
— sup(X1) = 2, comme 2 = 1 + 1

0+1 ∈ X1 ; max(X1) = 2.

— inf(X1) = 1, en effet ; (i) 1 ≤ 1 + 1
2k+1 , pour chaque k ∈ N. (ii) soit ε > 0, d’après la propriété

d’Archimède, il existe k ∈ N tel que kε > 1, d’où (2k + 1)ε > kε > 1, d’où 1
2k+1 < ε, donc

1 + 1
2k+1 < 1 + ε. On en déduit :(

∀ε > 0, ∃k ∈ N, 1 +
1

2k + 1
< 1 + ε.

)
C’est-à-dire : (

∀ε > 0,∃x
(

= 1 +
1

2k + 1

)
∈ X1, x < 1 + ε.

)
De (i) et (ii) et d’après la propriété de la borne inférieure, on déduit que 1 = inf(X1).

— Les majorants de X2 sont [− 1
2 ,+∞[.

— sup(X2) = − 1
2 , comme − 1

2 = −1 + 1
2×0+2 ∈ X2 ; max(X2) = − 1

2 .

— inf(X2) = −1, en effet ; (i) −1 ≤ −1 + 1
2k+2 , pour chaque k ∈ N. (ii) Soit ε > 0, d’après la

propriété d’Archimède, il existe k ∈ N tel que kε > 1, d’où (2k+ 2)ε > kε > 1, donc 1
2k+2 < ε, d’où

−1 + 1
2k+2 < −1 + ε. On en déduit :(

∀ε > 0,∃k ∈ N − 1 +
1

2k + 2
< −1 + ε.

)

1



C’est-à-dire : (
∀ε > 0,∃x

(
= −1 +

1

2k + 2

)
∈ X2, x < −1 + ε.

)
De (i) et (ii) et d’après la propriété de la borne inférieure, on obtient −1 = inf(X2).

— On a

sup(X) = max(sup(X1), sup(X2))

= max(2,−1

2
)

= 2,

comme 2 ∈ X1 ⊂ X, 2 = max(X). D’autre part, on a :

inf(X) = min (inf(X1), inf(X2))

= min(1,−1)

= −1.

Or, −1 /∈ X, donc X n’admet pas de plus petit élément.
— Les majorants de X sont [2,+∞[.
— Les minorants de X sont ]−∞,−1].
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Exercice 4

1. Soit x = 0, 22..., donc 10x = 2, 22..., d’où 9x = 10x− x = 2, il resulte que x = 2
9 ∈ A, comme a ≤ 2

9 ,
pour chaque a ∈ A, on déduit que sup(A) = 2

9 . On a aussi 0, 2 ∈ A et 0, 2 ≤ a pour chaque a ∈ A,
donc inf(A) = 0, 2.

2. On a

B =

{
k

10n
: k ∈ 0, 1 n ∈ N

}
.

D’une part, on a 0 ∈ B et 0 ≤ 1
10n , pour chaque n ∈ N. Donc inf(B) = 0. D’autre part 1 = 1

100 ∈ B
et 1

10n ≤ 1, pour chaque n ∈ N. Ce qui implique sup(B) = 1.

1
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Solution de l’exercice 5

Pour tout x ∈ A et tout y ∈ B, on a x ≤ supA et y ≤ supB d’où x + y ≤ supA + supB.

Donc supA+ supB est un majorant de A+B.

Soit ε > 0, il existe xε ∈ A et yε ∈ B, tels que supA− ε
2
< xε ≤ supA et supB− ε

2
< yε ≤ supB.

On en déduit que pour tout ε > 0, il existe xε ∈ A et yε ∈ B, tels que

supA+ supB − ε < xε + yε ≤ supA+ supB.

Conclusion, sup(A+B) = supA+ supB.
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Exercice 6

1. Tout d’abord, on a n < n+m pour chaque (n,m ∈ N∗), d’où : 0 < n
n+m < 1, pour chaque (n,m ∈ N∗),

d’où la partie A est majorée par 1 et minorée par 0. Ce qui implique que elle admet la borne supérieure
et la borne inférieure avec

sup(A) ≤ 1 (1)

et

inf(A) ≥ 0 (2)

Pour montrer que sup(A) = 1, on considère l’ensemble A0 := { n
n+1 : n ∈ N}, on a A0 ⊂ A, donc

sup(A0) ≤ sup(A). (3)

Or, on écrit la partie A0 comme suit

A0 = {1− 1

n+ 1
: n ∈ N}

D’où sup(A0) = 1, car (i) pour tout n ∈ N, on a 1 − 1
n+1 ≤ 1. (ii) Soit ε > 0, d’après la propriété

d’Archimède il existe n ∈ N∗ tel que nε > 1, d’où (n+1)ε > nε > 1, donc 1
n+1 < ε, donc 1−ε < 1− 1

n+1 .
On en déduit que (

∀ε > 0,∃x(= 1− 1

n+ 1
) ∈ A0, 1− ε < x

)
D’après la propriété fondamentale de la borne supérieure on a sup(A0) = 1, de (3), on a 1 ≤ sup(A),
et de (1), on obtient sup(A) = 1.

Deuxièment, pour montrer que inf(A) = 0, on considère A1 = { 1
1+m : m ∈ N}, on a A1 ⊂ A, donc

inf(A) ≤ inf(A1) (4)

Or, inf(A1) = 0, en effet ; (i) pour tout m ∈ N∗, on a 1
m+1 ≥ 0. (ii) Soit ε > 0, d’après la propriété

d’Archimède, il existe m ∈ N∗ tel que mε > 1, donc (m+ 1)ε > mε > 1, d’où 1
m+1 ≤ ε = 0 + ε. On en

déduit que (
∀ε > 0,∃y(=

1

m+ 1
) ∈ A1 y ≤ 0 + ε

)
D’après la propriété fondamentale de la borne inférieure on a inf(A1) = 0. De (4), on a inf(A) ≤ 0, et
de (2) on a inf(A) = 0.

2. On considère la sous-partie de B suivante B0 = {n+ 4
n : n ∈ N}, d’où si B est majorée ; alors B0 l’est

aussi. Mais B0 n’est pas majorée (car si l’on suppose que B0 est majorée par M ∈ R+, donc pour tout
n ∈ N∗, n < n+ 4

n ≤M , d’où M est un majorant de N ce qui est absurde.), ainsi B n’est pas majorée.
Ce qui implique que B n’admet pas de borne supérieure.

Deuxièment, on a n
m + 4n

m > 2
√

n
m ×

4m
n = 4. D’où B est minorée par 4, donc la partie B admet la

borne inférieure. Or 4 = 2
1 + 4×1

2 ∈ B, ce qui implique que inf(B) = 4.

1



Exercice 7 Montrons que x = 310.712 3256 3256 . . . 3256 · · · ∈ Q.

Réponse Il faut montrer que x peut s’écrire sous la forme
p

q
, où p ∈ Z et

q ∈ N∗.

En effet,
103 × x = 310712. 3256 3256 . . . 3256 . . .

et
107 × x = 3107123256. 3256 3256 . . . 3256 . . . .

D’où,
107 × x− 103 × x = 3107123256− 310712.

Donc,

x =
3107123256− 310712

107 − 103
∈ Q. CQFD

1



Exercice 8 A ⊂ R. A est une partie non vide et minorée, donc inf(A) existe.

On a :
∀x ∈ A, inf(A) ≤ x.

Puisque B ⊂ A, alors
∀y ∈ B, inf(A) ≤ y.

D’où, inf(A) est un minorant de B. Puisque inf(B) est le plus grand des
minorants de B, alors

inf(A) ≤ inf(B). CQFD

1
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Exercice 9

1. La partie A est non vide, car on a 1 < 4
3 et 16

9 < 2, d’où 4
3 ∈ A. Comme chaque x ∈ A on a x2 < 2,

on aura x <
√

2 < 2, d’où A est majorée par 2 ∈ Q dans Q.

2. Soit r ∈ A, donc 1 < r, d’où 2− r2 < 3 < 2r + 1, d’après la propriété d’Archimède il existe n ∈ N tel
que

n(2− r2) > 2r + 1. (1)

Deuxièment, on a d’une part 1 < r < r + 1
n , d’autre part on a(

r +
1

n

)2

= r2 +
2r

n
+

1

n2
≤ r2 +

2r

n
+

1

n
(car on a n2 ≥ n).

Or, d’après (1), on a :

2− r2 >
2r

n
+

1

n
=⇒ 2r

n
+

1

n
+ r2 < 2.

Ce qui implique que (
r +

1

n

)2

< 2.

On en déduit que

r′ = r +
1

n
∈ A.

3. Montrons par l’absurde que M >
√

2. Supposons que M ≤
√

2. Comme
√

2 /∈ Q, M <
√

2, par suite
M ∈ A, d’où max(A) = M . Mais d’après la question 2), on a M + 1

n ∈ A, ce qui est absurde avec
max(A) = M.

4. L’ensemble A est majorée par
√

2 dans R, donc supA ≤
√

2. Si l’on suppose que supA ∈ Q d’après
3) on déduit que supA >

√
2 ce qui est absurde. D’où supA /∈ Q.

1
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Exercice 10
La contraposée de l’implication est

a > b =⇒ (∃ε > 0, a ≥ b+ ε) .

Nous allons donc montrer cette propriété. Supposons que a > b, donc a− b > 0 et pour ε = a− b, on a bien

a ≥ b+ ε = a.

On a donc un exemple ε > 0 tel que a ≥ b+ ε. La contraposée de l’implication est ainsi démontrée.

Deuxièment, la réciproque de l’implication est

a ≤ b =⇒ (∀ε > 0, a < b+ ε).

Supposons que a ≤ b, pour tout ε > 0, b < b+ ε et donc a < b+ ε.

1
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Exercice 11

1. D’une part, on a pour chaque z ∈ A.B, z = xy où x ∈ A et y ∈ B. D’où z ≤ supA supB. Donc
sup(A.B) ≤ supA supB. D’autre part, on note α = supA et β = supB, d’après la propriété de la
borne supérieure, pour chaque ε > 0 il existe a ∈ A et b ∈ B tels que α − ε

α+β < a et β − ε
α+β < b.

On a α − ε
α+β > 0 (car sinon on trouve α(α + β) ≤ ε, de l’exercice 10. on obtient α = 0, celà

implique que chaque élément de A est nul, ce qui est absurde), de même β − ε
α+β > 0. Par suite

αβ − ε
α+β

(
α+ β − ε

α+β

)
=

(
α− ε

α+β

)(
β − ε

α+β

)
< ab. Or on a ab ≤ sup(A.B). D’où :

∀ε > 0, αβ − ε

α+ β

(
α+ β − ε

α+ β

)
< sup(A.B).

C’est-à-dire :

∀ε > 0, αβ < sup(A.B) +
ε

α+ β

(
α+ β − ε

α+ β

)
= sup(A.B) +

(
ε− ε2

(α+ β)2

)
< sup(A.B) + ε.

D’où
∀ε > 0, αβ < sup(A.B) + ε.

De l’exercice 10., on obtient
sup(A) sup(B) = αβ ≤ sup(A.B).

On en déduit que
sup(A.B) = supA supB.

2. D’une part, on a pour z ∈ 1
A , z = 1

x où x ∈ A, donc x ≥ inf A, ce qui entraine z = 1
x ≤

1
inf A . D’où

sup 1
A ≤

1
inf A . D’autre part, on note α = inf A et γ = sup 1

A , d’après la propriété de la borne inférieure,
pour chaque ε > 0 il existe a ∈ A tel que a < α+ ε

γ , donc 1
α+ ε

γ
< 1

a . Or on a 1
a ≤ sup 1

A = γ, d’où :

∀ε > 0,
1

α+ ε
γ

< γ

Puisque A est un ensemble de réels strictement positifs, on a γ = sup 1
A > 0, par suite α+ ε

γ > 0, d’où

∀ε > 0, 1 < (α+
ε

γ
)γ = α sup

1

A
+ ε.

De l’exercice 10., on obtient

1 ≤ α sup
1

A
.

C’est-à-dire
1

inf A
=

1

α
≤ sup

1

A
.

On en déduit que sup 1
A = 1

inf A .

1



Exercice 12 Soient α ∈ R\Q et n ∈ N∗.

1. Pour tout k ∈ [|0, n|], le nombre αk = kα− [kα] ∈ [0, 1[. De plus, on a :

[0, 1[ =

[
0,

1

n

[
∪
[

1

n
,

2

n

[
. . .

[
n− 1

n
,
n

n

[
.

D’où, l’intervalle [0, 1[ est la réunion de n intervalles de longueurs
1

n
.

L’ensemble
A = {αk = kα− [kα], k ∈ [|0, n|]}

contient n + 1 points et A ⊂ [0, 1[. Donc, il y a au moins 2 points de A

qui appartiennent à un même intervalle de longueur
1

n
, soit par exemple

αi et αj ces deux points, où i, j ∈ [|0, n‖]. Donc,

|αj − αi| <
1

n
.

2. Sans perte de généralité, on peut supposer que i < j. D’où en remplaçant
αi et αj par leur expression respective on obtient

|αj − αi| = |(jα− [jα])− (iα− [iα])| < 1

n
,

soit ∣∣∣∣α− [jα]− [iα]

j − i

∣∣∣∣ < 1

n(j − i)
.

On pose : qn = j − i et pn = [jα] − [iα]. Alors, qn ∈ N∗ et pn ∈ N. De
plus, qn = j − i ≤ n, d’où ∣∣∣∣α− pn

qn

∣∣∣∣ < 1

nqn
.
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