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Exercice 1. 1. a) 1°"*Méthode : Par I’absurde, supposons que x +1r € Q, alors il existe p, q dans Z
(q #0) tels que :

r+r:2.
q

Puisque r = Z—: €EQ @ #0), onax= % € Q, ce qui est absurde car x ¢ Q.

21me Méthode : Soit r € Q. Six+1r € Q, alors x = (x +71) —r € Q (car Q est stable par
soustraction.) Comme x ¢ Q et par le raisonnement par contraposé x +r ¢ Q.
b) 1°7¢ Méthode : Par l’absurde, supposons que rx € Q, alors il existe deux entiers p et q¢ dans (avec

q #0) tels que :

_p
TE = —.

q

’ /
Puisque r = % € Q (avec p',q deux entiers non nuls, car r #0), x = % € Q, ce qui est absurde

car x ¢ Q.

2i¢me Méthode : Soit r € Q\ {0}. Sirz € Q, alors x = £ € Q (car Q est stable par division).
Comme x ¢ Q et par le raisonnement par contraposé rz ¢ Q

2. 1°7¢ Méthode : Supposons, par l’absurde, que v € Q, alors il existe deux entiers p, q (avec q # 0) tels

que :
_Dp

==

q

Done, g(r’ —r) = L. Puisque r et r' sont deux rationnels, alors

done V2 = 2‘;’5: € Q, ce qui est absurde car /2 ¢ Q (Démonstration : Voir cours).

Dot -z ¢ Q.

2i¢me Méthode : Soient v, € Q avec r < r'. On a donc "5 € Q\ {0}. Puisque V2 ¢ Q et d’aprés
1.b), On déduit que g(r ) ¢ Q.
3. Notons y =r + (' —r). Doncy €lr,r’[ cary = Fr' + (1= F)r et 0 < F < 1.

Puisque r € Q et g(r’ —1r) ¢ Q alorsy ¢ Q.
Conclusion : Entre deux rationnels distincts il y a au moins un irrationnel
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Exercice 2

1. Soient @ > 0 et b > 0. Si a > b, alors 2a > b et donc 2 € S, ce qui implique que S est non vide. Si
a < b, alors d’apres la propriété d’Archimede il existe n € N tel que na > b. D’ou il existe un entier
n tel que n € S, i.e. S est non vide. Comme S est une partie de N et chaque partie non vide de N
admet le plus petit élément, on déduit que S admet le plus petit élément que 'on note p.

2. Par ’absurde, supposons que r > a, alors
b—(p—1)a > a,

donc b > pa ainsi p ¢ S. Ce qui est absurde car p est le plus petit élément.
3. Soit > 0 et y > 0. D’apres la question 2), il existe r < x tel que

r=y—(p—-1z,

avec p est le plus petit élément de {n € N: nz > y}.
Si on pose ¢ = p—1 € N, on déduit que pour tout x > 0, pour tout y > 0, il existe un couple
(q,r) € Nx [0,z[, tel que : y =gz + .
Unicité : Supposons que :
y=qx+1r;, avec0<r; <z

Y =qx + 12, avec 0 < ry < x.

Ona: (g1 —q)x = (ro—7r1).Or —x < 19— 11 < m,alors —x < (g1 — @)z < .
Il en résulte que :
0 S \Q1*(I2|~T < x,

et donc
0 < |g1—¢q| <1

Finalement, |qg1 — ¢2| = 0. D’olu : q1 = ¢q2 et r1 = 719.
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Exercice 3

1. Les majorants de [1,2] N Q sont [2, +00[.
sup([1,2] N Q) = 2, car par définition de la borne supérieure; c’est le plus petit de [2, +oo[ qui est
2.
max([1,2] N Q) = 2, car 2 est le plus petit des majorants de [1,2]NQ et 2 € [1,2] N Q.
2. Les majorants de [1,2[NQ sont [2, +00].
sup([1,2[NQ) = 2, car 2 est le plus petit de [2, +o00].
[1,2[NQ n’admet pas de plus grand élément, car 2 = sup([1, 2][NQ) ¢ [1,2[NQ.
3. Les minorants de [1,2] N Q sont | — oo, 1].
inf([1,2] N Q) = 1, car par définition de la borne inférieure ; c’est le plus grand de | — 0o, 1] qui est
1.
min([1,2] N Q) =1, car 1 est le plus grand des minorants de [1,2]NQ et 1 € [1,2] N Q.
Les minorants, la borne supérieure et le plus petit élément de [1,2[NQ sont de méme que (3.).
5. — L’ensemble N n’est pas majorée, donc N n’admet ni la borne supérieure, ni le plus grand élément.
Les minorants de N sont | — 00, 0].
inf(N) = 0, car 0 est le plus grand de | — o0, 0].
min(N) = 0, car 0 est le plus grand de | — 00,0] et 0 € N.
6. Tout d’abord, on a

1 .
n+1"

X = {(—1)"+nilz neN}
= {(1)”+ni1: npair}U{(l)”Jr nimpair}

1 1
= 1 . —1 :
{+2k+1 keN}U{ +2k:+2 keN}
= X UXs.

Les majorants de X; sont [2, +00].

sup(X;) =2, comme 2 =1+ 0_%1 € X1; max(X;) = 2.

inf(Xy) =1, eneffet; (i) 1 <1+ ﬁ, pour chaque k € N. (i7) soit € > 0, d’apreés la propriété
d’Archimede, il existe k& € N tel que ke > 1, d’ou (2k + 1)e > ke > 1, d’ou ﬁ < €, donc

1+ﬁ<1+6. On en déduit :

(ve>o, JkeN, 1+

14
Skl “)

C’est-a-dire :

(Ve>0,§|x<=1+2k+1> € Xy, x<1+6.>

De (i) et (i7) et d’apres la propriété de la borne inférieure, on déduit que 1 = inf(X).

Les majorants de X sont [—3,+00].

sup(Xs) = —1, comme —1 = -1+ m € Xz ; max(Xz) = —3.

inf(Xy) = —1, en effet; (1) -1 < -1+ ﬁ, pour chaque k € N. (4i) Soit € > 0, d’apres la
propriété d’Archimede, il existe k € N tel que ke > 1, d’ou (2k +2)e > ke > 1, donc ﬁ < e, d’ou
-1+ T1+2 < —1+€. On en déduit :

1
3 14+ —-<-1 .
(Ve>0,k‘6N +2k—|—2< +e>




C’est-a-dire :

1
Jzl=—-14+—— X —1+e.
(Ve>07 a:< +2k+2)€ 2, T< —|—e)

De (i) et (ii) et d’apres la propriété de la borne inférieure, on obtient —1 = inf(X5).
— Ona

sup(X) = max(sup(Xy),sup(X2))
1
= max(2, —5)
= 2

b

comme 2 € X; C X, 2 =max(X). D’autre part, on a :

inf(X) = min(inf(X;),inf(X5))
= min(1,-1)
= —1.

Or, —1 ¢ X, donc X n’admet pas de plus petit élément.
— Les majorants de X sont [2,4o00].
— Les minorants de X sont | — oo, —1].
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Exercice 4

1. Soit x = 0,22..., donc 10z = 2,22..., d’olt 92 = 10z — z = 2, il resulte que z = % € A, comme a < %,
pour chaque a € A, on déduit que sup(A) = %. On a aussi 0,2 € A et 0,2 < a pour chaque a € A,
donc inf(A) =0, 2.

2. On a i
D’une part,ona 0 € Bet 0 < ﬁ7 pour chaque n € N. Donc inf(B) = 0. D’autre part 1 = ﬁ eB

et 157 < 1, pour chaque n € N. Ce qui implique sup(B) = 1.
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Solution de ’exercice 5

Pour tout x € Aet tout y € B,onaxz <supAety <supB douxz+y <supA+supB.
Donc sup A + sup B est un majorant de A + B.
Soit € > 0, il existe 7. € A et y. € B, tels quesup A—5 <z <sup Aetsup B—5 < y. <sup B.

On en déduit que pour tout € > 0, il existe . € A et y. € B, tels que
supA+supB —e <z +y. < sup A+ sup B.

Conclusion, sup(A + B) = sup A + sup B.
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Exercice 6

n

1. Tout d’abord, on a n < n+m pour chaque (n,m € N*), d’ou: 0 < e < 1, pour chaque (n,m € N*),
d’ou la partie A est majorée par 1 et minorée par 0. Ce qui implique que elle admet la borne supérieure
et la borne inférieure avec

sup(4) < 1 (1)
et
inf(4) > 0 (2)
Pour montrer que sup(A) = 1, on considere 'ensemble Ag := {75 : n € N}, on a Ag C A, donc
sup(do) < sup(A). (3)

Or, on écrit la partie Ag comme suit

1
Ay={l—-——:neN
0 { n+1 n e }

%ﬂ < 1. (#) Soit € > 0, d’aprés la propriété
d’Archimede il existe n € N* tel que ne > 1, d’out (n+1)e > ne > 1, donc %H < e doncl—e< 1—7#1.
On en déduit que

D’ott sup(A4p) = 1, car (i) pour tout n € N, on a 1 —

1
<VE>O,EI.’L'(—1—n_|_1)€AO7 1_6<x>

D’apres la propriété fondamentale de la borne supérieure on a sup(Ap) = 1, de (3), on a 1 < sup(A),
et de (1), on obtient sup(A) = 1.

Deuxiément, pour montrer que inf(A) = 0, on considere A; = {ﬁ :m €N}, ona Ay C A, donc
inf(A) <inf(A4;) (4)
Or, inf(A;) = 0, en effet; (i) pour tout m € N*, on a #ﬂ > 0. (it) Soit € > 0, d’apres la propriété

d’Archimede, il existe m € N* tel que me > 1, donc (m + 1)e > me > 1, d’on ﬁ <e=0+¢ Onen
déduit que

1
(Ve>0,§|y(=m+1)€Al y<0+6>

D’apres la propriété fondamentale de la borne inférieure on a inf(A;) = 0. De (4), on a inf(A4) <0, et
de (2) on a inf(A4) = 0.

2. On considére la sous-partie de B suivante By = {n + % :n € N}, d’oti si B est majorée; alors By lest
aussi. Mais By n’est pas majorée (car si 'on suppose que By est majorée par M € R™, donc pour tout
neN" n< n+% < M, d’ott M est un majorant de N ce qui est absurde.), ainsi B n’est pas majorée.
Ce qui implique que B n’admet pas de borne supérieure.

Deuxiement, on a ;- + %” > 24/ X 477" = 4. D’ou B est minorée par 4, donc la partie B admet la

4x1

borne inférieure. Or 4 = % + 33

€ B, ce qui implique que inf(B) = 4.




Exercice 7 Montrons que x = 310.712 3256 3256...3256--- € Q.

Réponse Il faut montrer que x peut s’écrire sous la forme E, oup € Z et
q

q € N*.
En effet,

10% x 2 = 310712. 3256 3256...3256. ..
et

107 x z = 3107123256. 3256 3256...3256.. ..
D’ou,

107 x z — 10% x 2 = 3107123256 — 310712.
Donc,

3107123256 — 310712
€T =
107 — 103

€ Q. CQFD



Exercice 8 A C R. A est une partie non vide et minorée, donc inf(A) existe.

On a:
Ve e Ayinf(A) < x.

Puisque B C A, alors
Yy € B,inf(A) <uy.

D’oti, inf(A) est un minorant de B. Puisque inf(B) est le plus grand des
minorants de B, alors

inf(A) <inf(B). CQFD
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Exercice 9

1. La partie A est non vide, car on a 1 < % et % < 2, dou % € A. Comme chaque z € A on a 22 < 2,
on aura x < v/2 < 2, d’ott A est majorée par 2 € Q dans Q.

2. Soit r € A, donc 1 < r, d'out 2 — 12 < 3 < 2r + 1, d’apres la propriété d’Archimede il existe n € N tel
que

n2-7r?) > 2r+1. (1)
Deuxiement, on a d'une part 1 <r <r+ %, d’autre part on a

NN, 2 1, 2 1 )
r+— ) =t —+ 5 <t —+ = (car on a n” > n).
n n o n non

Or, d’apres (1), on a :
2 1 2 1
22> o S 2
n n n n

2
1

(r—i—) < 2.
n

1
r=r+=-cA
n

Ce qui implique que

On en déduit que

3. Montrons par I'absurde que M > /2. Supposons que M < /2. Comme /2 ¢Q, M< V2, par suite
M € A, d’on max(A) = M. Mais d’apres la question 2), on a M + % € A, ce qui est absurde avec
max(A4) = M.

4. L’ensemble A est majorée par v/2 dans R, donc sup A < v/2. Si 'on suppose que sup A € Q d’apres
3) on déduit que sup A > v/2 ce qui est absurde. D’ot1 sup A ¢ Q.
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Exercice 10
La contraposée de I'implication est

a>b= (>0, a>b+e).
Nous allons donc montrer cette propriété. Supposons que a > b, donc a — b > 0 et pour € = a — b, on a bien
a>b+e=a.
On a donc un exemple € > 0 tel que a > b+ €. La contraposée de I'implication est ainsi démontrée.
Deuxiement, la réciproque de I'implication est
a<b= (Ve>0, a<b+e).

Supposons que a < b, pour tout € >0, b < b+ € et donc a <b+e.
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Exercice 11

1. D’une part, on a pour chaque z € A.B, z = zyoux € Aety € B. Dot z < sup Asup B. Donc
sup(A.B) < sup Asup B. D’autre part, on note o = sup A et 5 = sup B, d’aprés la propriété de la
borne supérieure, pour chaque € > 0 il existe a € A et b € B tels que o — oTB <aetf— aiB < b.
On a a — ;45 > 0 (car sinon on trouve ala + B) < e, de Pexercice 10. on obtient o = 0, cela

implique que chaque élément de A est nul, ce qui est absurde), de méme g — iﬁ > 0. Par suite

aff — ajﬁ (a—i—ﬁ— aiﬁ) = (a— ajrﬁ) (6— a+6) < ab. Or on a ab < sup(A.B). D’ou :

Ve > 0, - — < A.B).
20 a9 (w5 ) <ot

C’est-a-dire :

€ € €
Ve >0, af<sup(AB)+——|a+pf——— ) =sup(A.B)+ |e— —= | <sup(A.B) +
>0, ap<sup(a.B)+ o (ap- o) s + (- o) <supl(d.B) +o
D’ou
Ve >0, af <sup(A.B)+e
De I'exercice 10., on obtient
sup(A) sup(B) = af < sup(A.B).
On en déduit que
sup(A.B) = sup Asup B.

2. D’une part, on a pour z € %, z= % ouzx € A, donc x > inf A, ce qui entraine z = % < mfA D’ou

sup % < in% 7- = inf A et v = sup %, d’apres la propriété de la borne inférieure,
pour chaque e > 0 il existe a € A tel que a < a + £, donc <1 Oronai<supg=r,dou:

1
a-‘r%

Ve > 0,

c <7
Oé“r;

Puisque A est un ensemble de réels strictement positifs, on a v = sup % > 0, par suite o+ 5 > 0, d’ou
Ve>0, 1<(a+5) L
€ , a+ —)y=asup — +e€.
5 Y p A

De l’exercice 10., on obtient

1
1< asupz.

C’est-a-dire

On en déduit que sup % = 1




Exercice 12 Soient o € R\Q et n € N*.

1. Pour tout & € [|0,n]|], le nombre oy, = ka — [ka] € [0,1]. De plus, on a :
1 1 2 -1
[0,1[[0,[u[,[..[” "[
n n’'n n 'n

1
D’ot, lintervalle [0, 1] est la réunion de n intervalles de longueurs —.
n

L’ensemble
A ={ar =ka—[ka],k € [|0,n|]}

contient n 4+ 1 points et A C [0,1[. Dong, il y a au moins 2 points de A

qui appartiennent a un méme intervalle de longueur —, soit par exemple

a; et o ces deux points, ou 4, j € [|0,n]|]. Donc,
la; — ] < —

2. Sans perte de généralité, on peut supposer que i < j. D’ou en remplagant
oy et o par leur expression respective on obtient

2 — el = [(ja = [ja]) = (i — fia])| <
soit
o el
j—i | SaG-i)

On pose : ¢, = j — i et p, = [ja] — [ia]. Alors, ¢, € N* et p, € N. De
plus, g, =j — i <n, dou
1

‘ Dn
o——
nq’l’b

an




