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Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel

Definition

Une partie F de E est appelée un sous-espace vectoriel si
e Op e F
@ u+veF pourtous u,v e F
@ \-u€ F pourtout A € Kettout ue F

Remarque : On peut montrer que F est sous espace vectoriel Ssi
0 Fetu+ AveF pourtous u,ve FA\eK
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F={(x,y) € R? | x+y =0} est un sous-espace vectoriel de R?

Q (0,0) e F
Q o si u=(x1,y1) et v=(xp, y2) appartiennent F
ealorsx;+y;=0etxo+y, =0
o donc (x1 +x2)+(y1+y2)=0
e etainsi u+ v = (x3+ x2,y1 + y2) appartient F
Q@ osiu=(x,y)eFetreR

alors x + y =0 donc Ax+ Ay =0
e dol Aue F
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Voici des sous-ensembles qui ne sont pas des sous-espaces
vectoriels

O F={(x,y) €R?| x+y =2} n'est pas un s.e.v. de R?
En effet le vecteur nul (0,0) n'appartient pas F;

@ Fo={(x,y) €R?|x=00uy=0} nest pas un s.e.v. de R?
En effet u=(1,0),v=(0,1) € Fo, maisu+v=(1,1) ¢ F»

@ F3={(x,y) €R?| x> 0ety >0} n'est pas un s.e.v. de R?
En effet v = (1,1) € F3 mais, pour A = —1,
—u=(-1,-1)¢ F3
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Théoreme

Soient E un K-espace vectoriel et F un sous-espace vectoriel de E.

Alors F est lui-mme un K-espace vectoriel pour les lois induites par
E
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Théoreme (Caractérisation par la notion de combinaison linéaire)

Soient E un K-espace vectoriel et F une partie non vide de E
F est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si

Au—+pveF pour tous u,v € F et tous \, u € K

Autrement dit si et seulement si toute combinaison linéaire de deux
éléments de F appartient F
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Soient F, G deux sous-espaces vectoriels d'un K-espace vectoriel E

Proposition

L’intersection F N G est un sous-espace vectoriel de E

FFNnFHNFEFN---NF, est un sous-espace vectoriel

Démonstration.
@ 0FeF,0eeGdoncOge FNG

@ o Soientu,ve FNG

e F est un sous-espace vectoriel, alors u, v € F implique
ut+verF
De mme u,v € G implique u+v € G
Doncu+veFNG

@ o Soientue FNGetAeK
e F est un sous-espace vectoriel, alors u € F implique A\u € F
e De mme u € G implique Au € G
e Donc \ue FN G
Conclusion : F N G est un sous-espace vectoriel de E O

v
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D:{(X,y,z)ER3|X—|—3y—|—z:0 et X—y—|—2z:0}

o F={(x,y,2) eR®| x+3y+2z=0}
o G={(x,y,2) ER}|x—y+2z=0}
@ F et G sont des plans vectoriels

@ D = FN G est un sous-espace vectoriel
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La réunion de deux sous-espaces vectoriels n’est pas en général un
sous-espace vectoriel
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Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d'un K-espace vectoriel

Definition

|h.I

L'ensemble de tous les éléments u + v, ou u est un élément de F
et v un élément de G, est appelé somme des sous-espaces
vectoriels F et G

| A

Proposition

© F + G est un sous-espace vectoriel de E

© F + G est le plus petit sous-espace vectoriel contenant F et G

o’
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F:{(X,y,z)eR?’]x:O} et G:{(X,y,z)€R3|y:O}

e Montrons que F + G = R3
e Soit w = (x,y,z) € R3

o w= (X,y,Z) = (0,y,Z)+(X,0,0), avec (an>z) €Fet
(x,0,0) € G

@ Doncwe F+G
e Pas unicité : (1,2,3) = (0,2,3)+(1,0,0) = (0,2,0) + (1,0, 3)
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Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E

Definition

F et G sont en somme directe dans E si
e FNG ={0g}
e F+G=E

On note alors F& G = E
F et G sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires dans E

Proposition

F et G sont supplémentaires dans E si et seulement si tout
élément de E s'écrit d’une maniére unique comme la somme d’un
élément de F et d’un élément de G

Ecriture unique : si { alors

u=u
v=1v
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QO F={(x,00eR?|xeR} et G={(0,y) eR?|y e R}
o F& G =R??
o FNG={(0,0)}
o F+G=R?car (x,y) = (x,0) + (0,y)
e Conclusion : F & G = R?
o Autre méthode : la décomposition (x,y) = (x,0) + (0, y) est
unique
@ Gardons F et notons G’ = {(x,x) € R? | x € R}. Montrons
que I'on a aussi F @ G’ = R?
o FNG' ={(0,0)}
o F+G' =R?: (x,y)=(x—y,0)+ (y,y)
© Deux droites distinctes du plan passant par I'origine forment
des sous-espaces supplémentaires

Hanine Abdelouahab Cours d’algebre 3-Sous espaces vectoriels



e FNG={0}:siv=(x,y,z) e FNGalorsx—y—z=0
(carue F)ety =z=0 (car u € G), donc u = (0,0,0)

e Montrons F + G = R3

Soit u = (x,y,z) € R3

On cherche ve Fetwe Gtelsqueu=v+w

v=(1+2z1,y1,21) et w = (x2,0,0)

Donc (X7y,Z) = (Y1+21+X27)/1721)

Ainsiyi =y, z1=2z, x=x—y—2z

(xy,2)=(y+zy,2)+(x-y—-200€cF+G

Conclusion : F & G = R3
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@ Soient vq, vy, ..., Vv, des vecteurs d'un K-espace vectoriel E
(p=1)
@ Soient A1, A2, ..., A, des éléments de K

@ Le vecteur

u=Mvi+Xva+- -+ v

est une combinaison linéaire des vecteurs vi, vo,..., v,

@ Les scalaires A1, Ap, ..., A, sont les coefficients de la
combinaison linéaire
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Soit {v1,..., vy} des vecteurs d'un K-espace vectoriel E

Théoreme

@ [ 'ensemble des combinaisons linéaires des vecteurs
{vi,...,va} est un sous-espace vectoriel de E

o C'est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant les
vecteurs vy, ..., Vp

C'est le sous-espace engendré par vy, ..., v,, noté
Vect(vi, ..., vp)
ue Vect(vi,...,vp) < I A\,..., \n€K u= vi+---+ v,
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@ Droite vectorielle Vect(u) = {Au | A€ K} =Ku (v # 0g)

Q Vect(u,v) = {Au+pv |\ peK}
Si u et v ne sont pas colinéaires, c’est un plan vectoriel

QO u= (i) v = (é) € R3. Déterminons P = Vect(u, v)

(}Z) € Vect(u,v) — (fzf) = Au+ puv pour certains A\, u € R

= A
= ()= () uld) = {7 = e

Equation cartésienne : (x—2y+z=0)

Q E=F(R,R), fio(x) =1, fi(x) = x et f(x) = x>
Vect(fo, i, fo) = {f | f(x) = ax® + bx + ¢} = Ry[]
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