Chapitre

Calcul de Primitives

Dans ce chapitre nous allons présenter les méthodes usuelles utilisées pour calculer une primitive.

2.1 Intégration par parties

Théoréme 4. Soient u et v deux fonctions de classe C* sur un intervalle [a, b]

Notation
b
- [F], = F(b) — F(a).
— [F] désigne la fonction F' 4 ¢, ol ¢ est une constante.

- / (@' (z) de = [uv] - / o (2)o(z) dz.

b

Démonstration. En intégrant les termes de I'égalité (uv) = w'v 4+ uv’ on obtient / (W'v +uw') =
a

b b b
/ (uv)' = [uv]z. Utilisant la linéarité de 'intégrale, on obtient / w’ = [uv]Z — / u'v. O
a a a

1
Exemple 5. Calcul de / re® dx.

0
Posons u(x) = x et v'(z) = . Donc v/(z) = 1 et v(z) = ¢*. D’ot, en appliquant la formule d’intégra-

tion par partie, on obtient

[ = [ uenw)ar= @l - [ v

1
= [xeﬂ(l) —/01-e$dx:(1~el—0~eo)—[eﬂézl
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2.2. CHANGEMENT DE VARIABLE

Exemple 6. Calcul de / zlnx dz.
1
2

x
Posons u(x) = Inz et v/(z) = x. Donc v/(z) = — et v(x) = 5 D’ot, en appliquant la formule
x
d’intégration par partie, on obtient
N 2 © 2 2 ©
/1 rlnxdr = [%lnx]l —/1 %% dz = ($lne— 4 1Inl) —%/1 x dx
_ ﬁfl{xjr_ﬁfi+;_e27+1
T 22|z, T2 aTaT
Exemple 7. Calcul de / arcsin x dzx.
1
Posons u/(x) = 1 et v(x) = arcsin z. Donc u(x) = x et v'(x) = ——. D’o1, en appliquant la formule

V1—2z2

d’intégration par partie, on obtient
/ 1-arcsinz dr = [33 arcsin x] - / \/% dx
—x
= [marcsinx] — [— V1—22| =zarcsinz + vV1 — 22 +c.

Exemple 8. Calcul de /x2em dz.
Posons u/(z) = e* et v(x) = x2. Donc u(x) = €% et v'(x) = 2x. D’oli, en appliquant la formule

d’intégration par partie, on obtient

/ 226 do = [2%] — 2 / re® du = [1%¢"] 2 [xe] - / o dr) = (2 22+ 2)e +c.

2.2 Changement de variable

Théoréme 5. Soit f: I — R et ¢ :J — I une bijection de classe C'.

Démonstration. On a z = p(t) = % =¢/(t) = da=¢/(t) dt. D'ou f(z) de = f(e(t)) ¢'(t) dt.

D’autre part, puisque ¢ est une bijection, z = ¢(t) = ¢(¢) <= t = c. En remplacant, on obtient

»(b) b
/ f(z) de = / o) & (8) dt. .
w(a) a

sint
Exemple 9. Déterminer une primitive F' = / tant dt = / ;
cos

dt. Notre changement de variable ici

U . u , , , cos'(t)
est guidé, d’une part, par le fait que | — = In |u|+ ¢ et d’autre part par I'expression tant = — 0%
u cos
Ainsi en posant u(t) = cos(t), on a u/(t) = —sin(t) et
int '(t !
F:/Sm dt:—/cos( ) dt:/“:1n|u+c=1n\cos(t)l+c.
cost cos(t) u
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CHAPITRE 2. CALCUL DE PRIMITIVES

1/2 -
Exemple 10. Calculer ——— dx.
v | e
Posons u = 1 — z2. D’ou & —2x ou encore 1 du = xdx. En remplagant, on obtient

dx

/”296(1 —1/1‘“/2)201u—1/1du—1[U‘3/2“r 2,
o -2 T2 e WP 2 gaud/? 2 L=3/24+ 130 3 T

1/2
Exemple 11. Calcul de / ———— dz. Posons x = sint. Dot 1 — 22 = cos?t, dz = cost dt
0o (=22

et ¢ = arcsinz. Ainsi pour = 0 on a ¢t = arcsin(0) = 0 et pour z = 3 on a t = arcsin(3) = Z. En

remplacant, dans 'intégrale, on obtient

/1/2 dx B / cost dt—/ﬂ/(j cost dt _/”/6 cost gt
o (1—a2)3/2 (1—sin2)32  Jo  (cos2t)3/2  Jy  cos3t
1

:/ coszt [t nt]ﬂ6 7

2.3 Intégration des fractions rationnelles

Dans ce paragraphe nous présenterons les techniques d’intégration d’une fraction rationnelle en

distinguant les différents cas de figure.

ar +

2.3.1 Fracti ti lle du t N R
actions rationnelle du type az® + b + ¢

Premier cas : az? + bx + ¢ a deux racines réelles distinctes z1, 25 € R

Dans ce cas, il suffit de décomposer la fraction rationnelle en éléments simples :

fla) = axr + _ A n B

alr —xy)(x —x2) T—T1 T— X9

Ainsi on a : /f(x) der = Aln|x — 21| + Bln|z — x| + ¢

Deuxiéme cas : az? + bz + ¢ a une racine double z; € R

Ce cas est traité de la méme maniére que le précédent :

ar+p8 A N B
a(r —x0)2 (v —m0)2 1z — 20

f(z) =

A
Tr — X

Ainsiona:/f(x)dx:— + Bln |z — 9| +c.
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2.3. INTEGRATION DES FRACTIONS RATIONNELLES

Troisiéme cas : az? + bz + ¢ n’a pas de racine réelle

Nous illustrons ce cas par un exemple.

Exemple 12. Considérons la fonction f(x) = 22337+11 Pour calculer son intégrale, on la fait
y T4+ T+
apparaitre comme une fraction du type — :
f(m):(élx_‘_l)i_%_‘_l:l. dz+1 4 1
202+ +1 o4+l 4 2242 +1

!/

u
Le premier terme du membre droit de 1’égalité est est de la forme —, d’ou
U

dr +1 u'(x) 9
—— dz = dz =1n |2 1
/21}2+$+1 /u(l‘) v n|m+x+ ‘+C
Pour le second terme ——————, on le mettra sous la forme ——— (dont une primitive est arctanu) :
202+ +1 u?+1
1 B 1 B 1 8 1
202 +x+1  2z+3)2-%2+1 2@+32+1 7 (%(Hi))ﬂl
On pose u = %(x + 1) (et donc du = %dx.) D’on,

/ dx /8 dx S\ﬁ/ du
o2 Lt l an 1v) 2 B aAE 2
2z +x+1 7(W(x+1)) +1 7 4 us+1

2
—— arctanu + ¢ =

N4

En combinant ces résultats, on obtient

2
VT
/f(x)dx:iln(2x2+x+l)+

2V7

2.3.2 Intégration de fractions rationnelles

Une fraction rationnelle (&
Q(x)
du t Ax + B
u e ou )
yp (x — xq)* (az? 4 bx + c)k

1- Intégration de 1’élément simple

(x — z0)k
Sikzlalors/ ¢ do =Cln|z —xo|+c
T — xo
— > _ = — =
Slk_2’/(x—xg)k C/(CL‘ xo) " dx _k+1(x

3
—— arctan

se décompose comme somme d’un polyndéme et d’éléments simples

_ CL‘())_IH_I +e
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CHAPITRE 2. CALCUL DE PRIMITIVES

Az + B 2 b 1
2- Intégration de I’élément simple T = ar +

D
(ax? + bz + c)* (ax? + bz + c)* * (ax? + bz + c)F

2ax + b u'(x) 1 —k 1 _
. de = dr — 41 2y k41
/ (ax? + bx + c)F v /u(m)k v _k+1u(a:) te —k+ 1(ax bz +c) e

1 d
— Sik:L/GxQ_'_bx_'_cd$etdutype/qﬂil:arctanu+c

du
(u?2 4+ 1)k’

1
Sikzz’/(aﬂ—kbx—i—c)k dxetdutype[k:/

Une intégration par partie permet de passer de Ip_; & Ix. Nous allons illustrer cela par un

exemple.
Exemple 13. Calcul de I / du
xemple 13. Calcul de I = [ ——.
P 2= ] w2y
Par une intégration par parties a partir de I; = / 51 on cherche a faire apparaitre . Pour
U
2
cela on pose f = o et ¢ =1. D’on f’:—ﬁ et g=u, et ona
[ u ] 2u? du u u?+1-1
I, = = 2 [ ———=d
I ey +/<u2+1>2 [ou - / (w2 +1)2
[ u ] du du
= 2 -2 ——
_u2—|—1_+ /u2—|—1 /(uz—i—l)2
S
= |=— 20 — 21
ey + 21 2

u
On en déduit que Iy = %Il + %ﬁ + c. Et comme [ = arctanu, on obtient
u

I, = du = Larctanu + 4 Y +c
27 ) w2 2 2u2 41

2.4 Intégration des fonctions trigonométriques

2.4.1 Intégrales de la forme /sinm(:v) cos"(z) dx

1- Cas ot n» ou m est impair.

Nous illustrons cette méthode dans le cas ot n = 2k + 1. Le cas ou m = 2] 4+ 1 peut étre traité de

la méme maniére en remplacant sin®z par 1 — cos® .

/sinm xcos"x dxr = /sinmm (cos® z)F cosz dx

= /sinm z(1 — sin? z)* cosz dz

k k : 2j+1
B k ; a2 B k - (sinx)™*2
= ]EO Cj (1) /Slnm Jx cosx do = jEO Cj (1) mt2i+1 +ec.
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2.4. INTEGRATION DES FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES

Exemple 14. Calcul de / sin? z cos® z dz.

/ sin? z cos® z dz

sin? z(1 — sin? z) cosz dz

/sm T COST dx—/sin4:v cosz dz
1
3

sin x—gsm5x+ ¢

Exemple 15. Calcul de / sin® z cos? z dz.

/sin5mcos4x dz = /COS4$ (1 —cos?z)?sinz dx
:/005433 sin x dx—2/cos6x sinx dx+/cos8x sinz dx
-1 2 1

5 7 9
= —cos"x+ =cos'x — =cos” x +c.
5 7 9

2- Cas ou n et m sont pairs.
Sim = 2k et n = 2[, alors on utilise les identités suivantes :

. 9 1 9 1 . .
sin“x = 5(1 — €08 2x) cos”“x = 5(1 + cos 2z), sinzcosz = 581n2x

Exemple 16. Calcul de / sin? z cos® x dx.

/sin2x0052x dx:/cos z(1 — cos’ ) daj‘—/COSQZI} da:—/cos4x dx

1 1
= 2/(1+cos2yc) dx—4/(1+c0s2x)2az dz

1 1
— f_i_fsingx_ /(1+2C082$+C0822$) dz

2 4 4
_ 2z +sin2r  x+sin2zx 1 9
= 1 — 1 — 4/COS 22 dx
_x_1/1+cos4xdx_m_1[x sin4x]_§_sin4x .
44 2 48 4 18 32
P(cosz,sinx
2.4.2 Intégrales du type /Q dx
Q(cos z,sin x)
/P(cosa:,sinx) dz / (cos z, sin) dz
Q(cos z,sin x)
Les régles de Bioche
On pose |w(z) = f(z)dz § dou :
w(—z) = —f(—=z) dz, w(r+az) = f(r+z)de et w(r—x)=—f(r —z)de.
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CHAPITRE 2. CALCUL DE PRIMITIVES

On adopte les régles suivantes :
— Si w(—x) = w(x) alors on pose u = cosx
— Siw(m —x) = w(z) alors on pose u = sinx

— Si w(m + x) = w(x) alors on pose u = tanx

d
Exemple 17. Calcul de la primitive / M.
2 —cos?x
d
Posons w(z) = %. On a alors
wir — 7) = cos(m — x) d(m — x) _ (—cosx) (—dx) — w(z),

2 — cos?(m — ) 2 —cos?x

Le changement de variable v = sin x implique que du = cosz dz. D’ou

cosz dx cosz dx du .
m = m = m = [al"ctan u:| = arctan(SIH .%') + c.

Le changement de variable ¢t = tang

La fonction z + tan J est une bijection de [—7, 0] vers [—1,0]

Exemple 18.

0 2dt

/0 dz :/ e :2/0 dt :2/0 dt :2[1}0 Y
_x l-sinw R 122t 1 (1 —1)2 1—t]

2.5 Exercices

Exercice 5.
1. Calculer les intégrales a 'aide d’intégrations par parties :
w/2 w/2 /2
1- / tsint dt, / t?sint dt, puis par récurrence / t" sint dt.
0 0 0
2- /tsht dt, /t2 sht dt, puis par récurrence /t” sht dt.

2. Calculer les intégrales a I'aide de changements de variable :
a ™
a- / Va2 —t2dt, b—/ V1 + cost dt,
0 —7

c- /tht dt, ot tht = St d- /e\/E dt.
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