Table des matiéres

3 Intégrales généralisées

3.1
3.2
3.3
3.4
3.5
3.6
3.7

Introduction . . . . . . ..
Définitions . . . . . . . ...
Exemples Fondamentaux . . . . . . . . . ..o
Critéres de convergence . . . . . . . . . . . s
Fonctions équivalentes . . . . . . . . . . ..
Exercices . . . . . e
Exercices de Révision . . . . . . . . . .
3.7.1 Critére de comparaison suite-intégrale. . . . . . . . . . .. ... ... ... ...

372 Caleulde [Ce™dt ...

N = o o ot w W



7. ABDELALI & A. ZOGLAT

ii



Chapitre
Intégrales généralisées

3.1 Introduction

T
Au chapitre précédent nous avons défini I'intégrale / f(t) dt d’une fonction f intégrable sur un
intervalle fermé et borné [a,b]. Dans ce chapitre nous allons étudier la possibilité de donner un sens
xX
a / f(t) dt lorsque la fonction f n’est définie que sur [a,b] (ou sur ]a,b] oit a et b sont des nombre
a

réels ou désignent —oo ou o).

Exemple 1.

1
1- Pour tout a > 0, 'intégrale /
b

dx est bien définie. Quel sens donner a / — dx?

%\

oo
1
x est bien définie. Quel sens donner & / —dxz?
1 X

ISE R
;l

2- Pour tout b > 0, 'intégrale /
1

3.2 Définitions

Définition 1. Soit f : [a,b[— R une fonction intégrable sur tout intervalle [c, d]C [a, b].

On appelle intégrale généralisée de f sur [a,b] la quantité
b x
/ f(t) dt = lim f(t) dt
a z—=b Jq

Si cette limite existe et est finie, on dira que |'intégrale généralisée / f(t) dt est convergente. Autrement,

on dira qu'elle est divergente .

Exemple 2
oo
1- L’intégrale généralisée / — dx est convergente. En effet, on a
1 X

b _
lim 1 dt = lim {—1} =1.

a b—ool o 11



3.2. DEFINITIONS

o0
1
2- L’intégrale généralisée / — dx est divergente, puisque
1 X
b 1 b
— dt = lim {lnazL = 00.

lim
xT b—o0

b—oco J,

Définition 2. Soit f :]a,b[— R une fonction intégrable sur tout intervalle [¢,d] C]a, b[.

v b

1- S'il existe b’ €]a, b| tel que lim f(t) dt existe et est finie, on la notera f(t) dt et on dira
r—a T a

b/
que l'intégrale généralisée f(t) dt est convergente. Sinon elle est divergente .
a

T b
2- S'il existe a’ €]a, [ tel que lirré / f(t) dt existe et est finie, on la notera / f(t) dt et on dira
T— a a’

b
que l'intégrale généralisée / f(t) dt est convergente. Sinon elle est divergente .
a/

Remarque 1. Soit f :]a, b[—R une fonction intégrable sur tout intervalle [c,d] Cla, b]
x/
lim lim / f(t)dt =
X

v’ b
a- S'il existe @',V €]a, b| tels que f(t) dt et / f(t) dt convergent, alors
a o r—a ' —b

z’ b
/ f(t) dt. On note cette limite et on dit que l'intégrale généralisée / f(t) dt est
x a

lim lim
' —=bzr—a

convergente.
d b b
b- La notation / f(t) dt, / f(t) dt ou / f(t) dt désigne une intégrale généralisée mais ne
a (& a

signifie pas qu’elle est convergente.
Inx .
= ——. Déterminons la nature

eve —1
Exemple 3. Soient f, g :]0,1] — R définies par f(z) = NG
z

1 1
des intégrales généralisées / f(t) dt et / g(t) dt. Soit € > 0.
0 0
dt

1) /1f(t)dt:2/\;e“—1du (u:\/iet 2du:%.>
Q[eu—u]16:2(e—1—eﬁ+ﬁ)er—ll.

et g(z)

(2) /e1 g(t)dt = E (1nx)2E = _71(11& €)? = —oo

Propriétés
Soient f, g :Ja,b[— R deux fonctions intégrables sur tout intervalle [c,d] Cla, b[, & un nombre réel

et a',V €la,bl.
b v
f(t)dt et / g(t)dt convergent alors l'intégrale généralisée
a

Si les intégrales généralisées
a

1-

b/
/ (f + g)(t)dt est convergente.
a
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CHAPITRE 3. INTEGRALES GENERALISEES

b
g(t)dt convergent alors

b
2- Si les intégrales généralisées les intégrales généralisées / f(t)dt et /
a’ a’

b
(f + g)dt est convergente.

I'intégrale généralisée /
a/
3- Si l'intégrale généralisée de f converge alors I'intégrale généralisée de a.f converge.

3.3 Exemples Fondamentaux

Proposition 1. Soit @ > 0 un réel.
dt est convergente si o > 1. Elle est divergente si a < 1.

. e P - 7 o
1- L'intégrale généralisée [ a
1. . z ]' - - .
2- L'intégrale généralisée foa o dt est convergente si a < 1. Elle est divergente si o > 1.

Démonstration.
1 t*a+1
1- Casota#1.0na [ — dt= C donc
7 /ta —a+1 +
T q :L.l—a . al—a o0, sia<1
/ o dt = alfa
at l—a e PR sia>1
a R
al—a
aq gl _ o , sia<1
—dt = l-«a
/e te 11—« e—0 .
00, sia>1
X
2- Casoilazl./ — dt=Inzx —lIne —————
€ e r—00 ou si e—0
O

Proposition 2. Soit f :]a,b|—R une fonction intégrable sur tout intervalle [c, d] C]a, b].

Si f admet un prolongement par continuité en a (resp. en b) alors pour tout @’ €la,b|, I'intégrale

a b
généralisée / f(t) dt (resp. / f(t) dt) est covergente.
a a’

1 x
dx est convergente.

Exemple 4. L’intégrale généralisée /
0 X

3.4 Critéres de convergence

Proposition 3. Soit f :]a,b[—R une fonction positive et intégrable sur tout intervalle [¢,d] C [a,b] et
soit ap €]a, b|.
b T
1- L'intégrale généralisée / f(t) dt est convergente si, et seulement si, la fonction x — / f(t) dt
ap ao

est majorée sur [a, b].

aop ag

2- L'intégrale généralisée / f(t) dt est convergente si, et seulement si, la fonction z / f(t) dt
a x

est majorée sur [a, b[.
3
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3.4. CRITERES DE CONVERGENCE

Tn
Démonstration. Si (x,), est une suite croissante vers b, alors la suite / f(t) dt est croissante et
ao

majorée et donc convergente. Donc

b Tn
/ f(t) dt = lim / f(t) dt est convergente.
aop n ag

O

Théoréme 1. Soient f, g :]a,b[—R deux fonctions positives et intégrables sur tout intervalle [c, d] Cla, b]

et telles que pour tout z €|a, b[, f(z) < g(x). Pour tout ag €]a, b],
b b
1- Si / g(t) dt converge alors f(t) dt converge et on a /
a

0 ao ao

F(8) dt < / " o) dt.

ag

b b
2- Si f(t) dt diverge alors / g(t) dt diverge.

ag 0

ag ag ao ao
3- Si / g(t) dt converge alors f(t) dt converge et on a / ft) dt < / g(t) dt.
a Cil() a a

ag
4- Si/ f(t) dt diverge anrs/ g(t) dt diverge.

Théoréme 2. Soit f :]a, b[—R une fonction intégrable sur tout intervalle [c,d] C [a, b] et soit ag €]a, b][.
b b
F(#) ] < / F®)] dt.
ag ao
aop ag ‘

(1) at] < / f(0)] dt.

b b
1- Si |f(t)] dt converge alors [ f(t) dt converge et on a

ag ag

b b
2- Si / | f(t)| dt converge alors / f(t) dt converge et on a
ao ag

a

b
Définition 3. Lorsque l'intégrale généralisée / |f(t)] dt converge, on dit que l'intégrale généralisée
a

b
/ f(t) dt est absolument convergente.
a

Exemple 5.
e 2
1- L’intégrale généralisée / e~ " dx est convergente.
1

1 —cosx

5 dx est convergente.

2- L’intégrale généralisée /
0 €T

L L *° sin
3- L’intégrale généralisée —— dx est convergente.
0 xr

En offet, /bsinx de — [lcosx]b+/blcosz da
a a

T x a 2

1
4- L’intégrale généralisée / — dx est convergente si o < 1.
o

o0
L3 2 2 3 L3 2 nx .
5- L’intégrale généralisée / — dx est convergente si o > 1.
1 X

décroissante
Proposition 4. Soit f : [a,c0[—R une fonction positives et continue sur [a,d], ¥d € R. Si l'intégrale

o0
généralisée / f(t) dt est convergente, alors lim f(z)=0.
a T—00

(o)

Démonstration. Supposons que / f(t) dt est converge et que lim f(z) # 0. Il existerait donc
a T—r00

un réel € > 0 et un réel A > a tels que Vo € [A, 00, f(z) > €. Alors, pour tout = € [A, 0],

/ f(t) dt > (x — A)e — oo Ce qui est absurde. O
A T—00
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CHAPITRE 3. INTEGRALES GENERALISEES

o0
Exemple 6. L’intégrale généralisée / In(1 + ¢) dt n’est pas convergente.
a

Proposition 5. Soit f : [a,c0[—R une fonction positive et intégrable sur [a,d], Vd € R, et soit (x,), C
Tn+1

[a, 0o] une suite croissante et telle que lim x,, = co. Pour tout n € N, on note u,, = / f(t) dt et

n—oo

In

n
S, = Z u. Alors on a
k=1
o0
/ f(t) dt converge = la suite (.S,,), converge.
a
x
De plus, on a lim / f(t) dt = lim S,.
T—00 a n— oo

Tn+41

Démonstration. Il est clair que S, < /

1

f@t) dt < / f(t) dt, d’on / f(t) dt converge = la
1 1

suite (Sy,), converge.

" T T
D’autre part, pour tout z > a, il existe n € N tel que z < z,,. D’ou / ft) dt < / f@t)dt+ S,
a a

et donc
o
(Sy), converge —> / f(t) dt converge.
a

O

Corollaire 1. Soit f : RT — R™ une fonction décroissante et soit a un réel positif. L'intégrale généralisée

00 n
/ f(t) dt converge si, et seulement si, la suite de terme général S,, = Z f(k) converge.
a k=1

Démonstration. Il suffit de remarquer que, Vk € [n,n+ 1] on a f(n+1) < f(k) < f(n) et donc

n n k n
DEOED Y ENFCETED SYITEE!
k=1 k=1"7k-1 k=1

et d’appliquer la proposition précédente. O

3.5 Fonctions équivalentes

Définition 4. Soient f et g deux fonctions telles que f(z) et g(x) sont non nuls quand z tens vers x.
On dit que f est équivalente & g quand z tend vers xg si lim L) =1
T—T0 g x)

On note alors f(z) ~z, g(z).

Remarque 2. Dans cette définition zg peut désigner un nombre réel ou I’'une des entités —oo ou co.

Exemple 7.

1- In(z) ~; x — 1. 2- 1 — cosx ~q z2/2.
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3.6. EXERCICES

3- f(z)=a"+a, 12" 1+ ... +ap, on a alors f ~s 2"

Proposition 6. Si fi(z) ~z, fa(z) et g1(x) ~z, g2(x) alors
- fi(2)g1(x) ~z, fa(2)g2(2) et

filz)  falx)

gi(x) " ga(z)

Démonstration. La démonstration découle des propriétés des opérations sur les limites. O

Proposition 7. Soient f, g :]a, bj— R deux fonctions positives et intégrables sur tout ]c, d[Cla, b] et soit

a’ €]a,b[ un réel donné.

/

a’ a
1- Si f(z) ~q g(x), alors les intégrales généralisées / f(t) dt et / g(t) dt convergent toutes les
a a

deux ou divergent toutes les deux.
b

b
2- Si f(z) ~p g(x), alors les intégrales généralisées / f(t) dt et / g(t) dt convergent toutes les
a’ a’
deux ou divergent toutes les deux.

Démonstration. Nous démontrons la premiére assertion. La démonstration de la deuxiéme s’obtient

par les mémes arguments.

_ f(@) L _fl@) 3
JN\T - SN 2
On a ilg}t o) 1, donc 3 €la,b[ : x €]a, n[= 5 < g( S %
1 3
Ainsi, In €la, b] tel que = €la, n[— 3 g(x) < f(x) < 3 g(x).
La conclusion découle des résultats sur les comparaisons des intégrales généralisées. O

3.6 Exercices

Etudier la convergence des intégrales généralisées suivantes :

— dt.
/lnt o\t

2- dt, a >0
) 1 14t
In(1 + ¢
3- Q dt, a > 0. o
o 1—cost 1
4- dt.
2 (lnt)2

5 /Oosmi Y
_ ) - )
o Vi 6—/ dt.
0

3.7 Exercices de Révision

Régle de Riemann pour la convergence des intégrales au voisinage de 0 et de +oo.

-limt¥f(t) =1 € Ret a > 1, alors [ f(t)dt converge.
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CHAPITRE 3. INTEGRALES GENERALISEES

- lim t*f(t)=1leRet a<1,alors [, f(t)dt converge.
-limt*f(t) =1 €]0,+00] et a < 1, alors [ f(t)dt diverge.
- lim¢* f(t) =1 €]0,400] et a > 1, alors [, f(t)dt diverge.

3.7.1 Critére de comparaison suite-intégrale.
Rappels

Soit f : [p,00]— R localement intégrable décroissante et lim f(z) = 0.
Tr—00

Notons S, = f(p) + ... + f(n) et F(x f f(t)dt. On a alors
1- (Sy) converge ssi / oo f(t)dt converge et
2- Vn>p, S,—f(p )<F( ) < Sp1.

Applications

n

1
a- Pour a > 0, etudier la convergence de la suite Sy, (a) := Ta
k=1

b- (Facultatif ) Donner un équivalent simple de la suite (S, («)), pour chaque « €]0,1].

3.7.2 Calcul de [* e "dt

Soit n € N*
. t2 n —t2 t2 —n
i) Montrer que Vt € [0, v/n], (1 — —) <e " < (1 + —)
n n
ind. Utiliser la concavité de In ou le changement de variables u = t/\/n

" 12 n 2 e 2. _
ii) En déduire que / (1 - —)ndt < / e dt < / (1 + 7) "t
0 0 0 n

n
c- En déduire que

/2 n ) w/2
Vn / (sin(h))*"1dh < / e Udt <vn / (sin(#))*"~2d6
0 0 0

Ind. Faire les changements de variables t = y/n cos(f) et t = \/n cot(s)
oo
d- En déduire que / et dt = V2.
0
Ind. La premiére et la derniére intégrales s inégalités précédentes sont équivalentes a /m/2

(voir intégrales de Wallis, la Série 3.)
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