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Deuxiéme partie du corrigé de la série 2

Exercice 3.
1. Montrer qu'il existe une fonction g : [1, co[— R continue, bornée et telle que

sin®(x)

vz

Ve > 1 sin(z)  sin(z) sin?(z)

- VT +sin(z) T

2. Etudier la convergence des intégrales suivantes :

g(z).

> sin(x)

W [ 2 b) /100 Si“iﬂdx.

*  sin(x) de

L Vit si(r)

3. Déduire la nature de 'intégrale

Solution.
1. Tout d’abord remarquons que

wsin(z) — /2 (/T + sin(z)) sin(z) + sin?(z)(v/x + sin(z))
z(v/x + sin(z))

sin(x)

Vx + sin(x)

_ sin(z) sin?(z)

NG x

sin®(7)

z(v/z + sin(z))

A partir de 14 on peut déduire que
VT
g(x) = m
Il est claire que g est une fonction continue sur [1, +o0o[. De plus on a xgrfoo g(x) =1 donc on
peut conclure que la fonction g est bornée. En effet, il suffit d’utiliser la définition de la limite ;

ainsi pour € = 1, il existe A > 1 tel que |g(x)| < 2 pour tout x €] A, +o0]. Sur le ségement [1, A]

la fonction bornée car elle est continue. D’ou la fonction g est bornée sur [1, +o0.
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sin(x)

VT

2. a) Etudions la convergence de l'intégrale floo dx. Remarquons d’abord que la fonc-

tion
sin(z)

NG

est continue sur [1,4o00], donc le probléme se pose seulement au voisinage de +o0.

Maintenant, une intégration par parties nous donne

[ 23] - [ e

—cos(z)]"

D’une part, la limite [ z } existe quand ¢ tend vers 400 car
O Bt

cos(t
li (*) 0.
t—o0 \/i
; s oo €OS(T) , cos(x)
D’autre part, I'intégrale fl 573/ dx est convergente. En effet, la fonction x — 3/ est
x x

continue donc localement intégrable sur [1, +oo[ et

cos(x) 1
s | =

. L —+o00 1 . , .
Comme on a vu dans le cours 'intégrale ——dx converge car c¢’est une intégrale de Riemann
1 3/2
T

avec @ = 3/2 > 1. Donc d’aprés un critére de comparaison (voir le cours) on a la convergence

cos(z
absolue et par suite la convergence de 'intégrale 1+oo 2—3E/2)dx'
x
oo Sin?(7)

b) Etudions la convergence de l'intégrale dx. Soulignons d’abord que la fonction

1
sous signe intégrale est continue donc il suffit de voir la nature de cette inégrale au voisinage
de +o00. Observons que

sin®(r) 1 _ cos(2x) ‘

T 2x 2

1
D’une part, il est claire que f 100 —dx est une intégrale de Riemann divergente (cara = 1 < 1).
x

D’autre part, la méthode utilisée dans la question précédante "a)” permet de déduire la

/ cos(2x) .
1 2z

cos(2z)

convergence de l'intégrale

Faites le, sinon voir le text suivant : on a1a fonction «

est une fonction continue sur [1, 4oo[, donc le probléme
x

dz. Premiérement

, cos(z) e — |:sin(w)i|t L sin(z)
2 2 x

se pose seulement au voisinage de 4+o0o. En faisant une intégration par parties, on obtient f 2 >
T



sin(t)

im
t—+oo t

sin(x sin(x
= 0. Deuxiément f2+°o #dz est une intégrale convergente car | @)
x

1 . oo 1 . - .
— et on sait que f —da est une intégrale de Riemann
22 2 2

convergente (o =2 > 1).

. oo sin? . . s s
Conlusion : [ . de est une intégrale divergente comme somme d’une intégrale conver-

gente et d’une intégrale divergente

*  sin(x)

— 7 d
L VEtsin(@)

3. Maintenant on nous demande de déduire la nature de l'intégrale

On a déja montrer dans ”1.” que pour tout x > 1, on a

sin(x) sin(z) sin’(x) = sin®(7) (2)
= — x).
Vx + sin(z) N x /T g
) sin(z) o \
Premiérement x — ——————— est une fonction continue sur [1, +oo[ donc le probléme se pose

Vv + sin(z)

seulement en +o0.
On a déja montré dans "2.” que [ 100 %dx est une intégrale convergente tandis que | 100 Shﬁ%dm
est une intégrale divergente. Donc il reste a étudier la convergence de
+00 (i3
sin®(x
/ (z) g(x)dx.
1 /T

On sait bien que g est bornée, donc il existe un nombre réel M > 0 tel que |g(z)| < M pour

tout z > 1. Donc
.3
sin®(x)
T\T g(x)’ = x3/2’

1
La convergence de l'intégrale f1+°° 3—/2dx nous permet de conclure que l'intégrale
x

/1+OO Sljj/(;) g(x)dz

converge absolument, donc elle converge.

) L °  sin(x) . _
Conclusion : ’intégrale —————dz est une inégrale divergente comme somme
1

Vi + sin(z)

d’une intégrale convergente et d’une intégrale divergente

Exercie 4.
00 —-X _ e—2x
a- Etudier la convergence de 'intégrale généralisée / — dx.
0 x
b- Si cette intégrale est convergente, calculer sa valeur.
Solution.

1. On va déterminer la nature de 'intégrale généralisée :

+oo et — e—2m
I= —dx.
0 X

Soit a un réel fixé tel que a > 0.



Au voisinage de 0 :

Il est clair que la fonction z +— @ est intégrable sur tout intervalle [b, ¢] CJ0, a].

D’autre part, on a

—x _ ,—2x T _ 1 —293_1
hmi:hm[—e +9of
z—0 €T z—0 —x —2x
=142

= 1.

Autre méthode de calcul de la limite : lim —efx_;f?x

z—0

Au voisinage de 0, on a e™?* =1 — 2z + o(x) et e * =1 — z + o(x). Donc,
e —e ¥ =(1-2)—(1-2z)+o0(x)=2+o0().
Autrement dit, % = 1+ o(1). Par conséquent :

lim — =1.
x—0 X

La fonction =z — @ est donc prolongeable par continuité en 0. Il en résulte que :

o=z _ 67293
L’intégral
mtegra e —dx converge.
0 T

Au voisinage de +oc :

Soit

+oo —x —2x
e — e
I = / o,
a

X

+oo e~ +oo 672x
Il = / dr et IQ = / dzx.
a r a x

et Posons

Pour x > a, on a

e~ % et —2x €—2x
0< < et 0< < .
x a x a
. 2 P 2 L -z —2z .
Comme les deux intégrales généralisées [ O dr et / Ay convergent (Pourquoi?),
a a a a

alors par le critére de comparaison, Iy et I convergent. Donc, I, = I; — I, converge.

+oo —x —2z
e — e
I = —dx
0 T

Conclusion : Lintégrale

converge.



2. Soit a > 0 et notons toujours par [, 'intégrale

+oo —x —2x
e — e
I = / o
a T

. . 400 o~ 400 o2z
Comme les deux intégrales fa —dz et fa “—dx convergent, et comme

400 o2z . A o2
f € —dr = lim f ¢ —dx
a X AA)‘FOO a X
24
2a

= lim eT_tdt (par le changement de variable t = 2)

A—~o00

“+o00 eit
2a 7t

Ia:/
“ T
:/ ¢ dzx.

u T

Maintenant, puisque la fonction z +— e™* est continue sur [a,2a] et la fonction = — % est

On déduit que

€ (&

€ €

T +oo —2x
dr — / dz
a X
T +oo [ —x
der — / dx
2a T

+oo
“+00
2a

intégrable positive sur [a,2a], d’aprés la premiére formule de la moyenne, il existe ¢, € [a, 2a]

2a —x 2a
I, = / ¢ dr = e_c"/ ldx
a x a Y
=e @ (ln(Za) — ln(a)).
=e “In(2)

tel que :

Comme ¢, tend vers 0 quand a tend vers 0, on en déduit que

I = lim/,

a—0

= (lll_r)r(l) e % In(2)

= In(2).

x

Autre méthode de calcul de la limite : lim+ 1, = ffa %dx.
a—0

2a _— 2a
r—1 1
Ia:/ ¢ dx—i—/ —dz
a x a x

est prolongeable par continuité au point 0, donc I'intégrale fot
e —1

T

-z
e -1 € 1

T

La fonction z — dx

dx est continue sur R. D’ou

converge pour tout nombre réel t et la fonction F : ¢ — fg

lim F(2a) — F(a) = F(0) — F(0) = 0.

a—0



Pour conclure il suffit de voir que pour tout a > 0, on a

I, = F(2a) — F(a) + /2a édx = F(2a) — F(a) + In(2a) — In(a) = F(2a) — F(a) + In(2).


Hamid Ezzahraoui


