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_ fonctions convexes

Fonctions convexes

Tout d’abord, on cherchera a se familiariser avec la notion de la convexité, et ensuite
nous allons établir le lien avec les fonctions dérivables. Rappelons que pour tous
points a,b € T telsque a < b

[a,b] = {(1—=XNa+Xb: Ae]0,1]}
{Aa+(1=Xb: Ae[0,1]}
{Aa+Xab : A, A2 €[0,1] et Ay + Ao =1}.

Definition

On dit que f est convexe sur I si pour tous points =,y € I et tout scalaire X € [0, 1],
fOz+ (1= Ny) < Af(z) + (1 =N f(y).

On dit aussi que f est concaveléij;;_our tous points z, y € I et tout scalaire A € [0, 1],
fOz+ (1= Ny) > Af(z) + (1 =N f(y).

On remarque que si — f est convexe alors f est concave.
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_ Foncions comexss

Représentation graphique d’une fonction convexe

{“*O‘A%/
%f@—%(’lA)f&\

. B

Af(a) + (1= A)f(b)

i zeta (] S0r I EE—
f(a) “

rlr Aa+ (1 = Alb .I'J
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_ fonctions comvexes

Représentation graphique d’une fonction convexe et concave

Convexe / \

Concave
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_ fonctions comvexes

Exemples

3
y=la

1
ex~2.72
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_ fonctions comvexes

Questions

Déterminer géométriquement lesquelles des fonctions suivantes sont convexes
Q@ f(zx)=¢€",sizeR
Q f(z)=4x%sizeR.
Q f(z)=4%sizeR.
O+ -1, 1775R, T(E LNl 2 ot A7 =il <= 1,1
@ [ 1,1 R F (TR 0 ct f{Zrel = | — Ll
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_ fonctions comvexes

Exercice

Soit f une fonction réelle et convexe sur 1.

@ Montrer que f est convexe si et seulement si pour tout points z,y € I et tout
scalaires A1, A2 € [0, 1] vérifiant \1 + A2 = 1, 0n a

Faz 4+ Xay) < M f(x) + A2 f(y)-
- \\, i(kx*/l \)%j
\ A\ﬁ/‘q-*(&;\)jﬁﬂ
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_ fonctions comvexes

Linégalité de Jensen

Théoreme
Une fonction f est convexe sur un intervalle I si et seulement si pour tout points
n

x1,@9,--- ,x, € I et tout scalaires Ay, --- , A, € [0, 1] vérifiant Z)‘i =1,0na
g=il

f <Z Am) < Zkif(ﬂfi)’ (1)
o=l =il

ol n >Jest un entier naturel, c’est 'inégalité de Jensen.
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Démonstration

T - C
Pour n > 2, nous allons la montrer par récurrence. Remarquons que pour n = 2,
l'inégalité (1) n’est autre que la définition de la convexité. Supposons malntenant que
(1) est bien réalisé pour un entier fixe n > 2, et montrons la pour n + 1. Pour cela, on

considére des points x1,x2, -+ ,xnq1 € I et des scalaires A1, Az -+, Ang1 € [0,1]
n+l

vérifiant Z A{ = 1. Dans le cas ou An41 = 0, on en déduit le résultat trivialement de
notre hyp:;tlhése de récurrence. Dans le cas ou A,+1 # 0, il est claire que
an=1— Ti i #0
=¥
On pose

Puisque ¢ y
T sy
(@ Qn

donc X, € I et d’aprés notre hypothése de récurrence

J(Kn) < 22 f(on) + 222 f(ansa). @
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_ fonctions comyexes

Nous avons

n+1 n—1

Z \iTs Z Xiti + AnZn + Apt1Tntt
o=k

=18

n—1
= Z ANixi + anXn.
=1l

Maintenant, nous appliquons encore une fois notre hypothése de récurrence au points

Z1,T2, + ,Tn—1,Xn € I et aux scalaires A1, X2+, A\n_1, @, € [0, 1], nous obtenons
n+1 n—1
i <Z /\ixi> = 00 <Z A +Oéan>
=il =1k
n—1
< ) UORRE T o f (X (3)
=ik

Les inégalités (2) et (3) nous donne

n+1 n+1
i <Z )\i:IJi) < Z Aif(zs).
p=il g=il

Ceci termine la démonstration de I'inégalité de Jensen.
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_ fonctions comvexes

Exemple

@ Pour tout points 1, x2,--- ,z, € R,0ona

n 2 n

2
E T <0 E i
li=1k k=1
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_ fonctions comvexes

Exemple

@ Pour tout points 1, x2,--- ,z, € R,0ona
n 2 n
(S <n3et
k=1 k=1

La démonstration repose sur le fait que la fonction = — z* est convexe puisque
f7(z) = 2 > 0. Il suffit maintenant d’appliquer 'inégalité de Jensen pour tout scalaires

Aty Az, o, An € [0,1] vérifiant A = 1, on obtient alors
k—lt

n 2 n
<E Ak%) =< Z)\kxi,
il =

1

et puis considérer le cas particulier lorsque A\, = —
n
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_ fonctions comvexes

Critéres de convexité

La démonstration de la propriété suivante est a obtenir directement de la définition.
Critere de la pente croissante.
La fonction f est convexe sur I si et seulement si pour tout point z € I, la fonction ¢,
définie par

bu(e) = LI e ey, @)

xr—z

est croissante.
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_ fonctions comvexes

Démonstration

Supposons que la fonction f est convexe sur I, et montrons que ¢. est croissante sur
I\ {z}, pour chaque z € I.

Fixons z € I, etsoitz,y € I\ {z}. Siz <y < z,0onprend A\ = £

< Uit
1-A= % On donc

fl)=Fflz+y—2)=fz+ Az - 2) = f(1 - Nz +rz) < (1= N)f(2) + Af(z)
d’ou

Oou encore
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_ fonctions comyexes

Le cas z < # < y se traite de fagon analogue et si z < z < y alors ce dernier cas
permet d’écrire

d’ou

= (2 —z)(f(y) — f(2)) = (2 — 2)(f(y) — £(2)) + (2 — 2)(f(2) — f())-
On adonc
v 2)(F(a)F flx)) = (R (- — 2| (ROE())

d’ou

IA
—
I\

I
8
N
—~
=N
—~

<
=
I
~
—~
N
—
=

@)~ 1) _ 1) = 1)

95 — %4 > W — 7

ce qui achéve la preuve de la croissance de I'application ¢..
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_ fonctions comyexes

Inversement, le résultat est évident si I'on est dans I'un des cas suivants :
z =y,A=0,\ = 1. On peut donc supposer = # y et A €]0, 1].
Siz<yalorsz<dz+(1-Ny<ydoudz+(1—-Nzelet
d=(Az + (1 = A)y) < ¢=(y) ce qui s’écrit :

FOm ™ Vy) - f@) e o @) ()

T (T

d'ot f(Az + (1 - Ny) < Af(z) + (1 — N f(y).
Siy < zalors u = (1 —\) €]0, 1] et ce qui précede permet d’écrire :

FOz+(1—=Ny) = flpy+ (1 — ) < pfly) + 1 —p)flz) =2f(z)+ 1 - N)f(y)
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_ fonctions comvexes

Critére de la dérivée seconde.

Proposition

Soient I un intervalle de R et f : I — R une fonction dérivable. La fonction f est
convexe si et seulement si la fonction f’ est croissante.

Corollaire

Soit f une fonction deux fois dérivable sur un intervalle I. Alors f est convexe si et
seulement si f”/ > 0 sur 1.
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_ fonctions comvexes

Exercices

Montrer que :
@ La fonction f(z
@ La fonction f(x

(z) = €*, z € R est convexe sur R.
(z) =
© La fonction f(z)
(z)
(z) =

Inz, z €]0, 400, est concave sur ]0, +oo].
#?, z € R, est convexe sur R.

@ La fonction f(x

© La fonction f(x ( ), = € [0, 7], est concave sur [0, 7].
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= cos(z), = € [0, /2], est concave sur [0, /2].
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