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Chapitre IV :
Fonctions réelles a une variable réelle.
Formule de Taylor, Dévelopements Limités

et Calcul de Limite:

Objectif du chapitre :

Connaitre et utiliser la formule de Taylor et sesvaraiantes

Connaitre et utiliser les développements limites

Savoir calculer la limite de fonction, construite a partir des fonctions
usuelles, par des dévelopements limités.

Plan du chapitre :

1)

2) Formule de Taylor et Variantes
3) Developpements Limités

5) Applications au calcul des limites

Introduction au calcul de limites

1) Introduction au calcul de limites :

Définition : Dans le calcul des limites, on appelle Forme Indéterminée (on
note F.I.), toute situation qui conduit a un cas ou les théorémes portant
sur les opérations sur les limites ne permettent pas de conclure. Les formes
indéterminées les plus courantes sont :

0 oo
0 o0
Le résultat dépend des fonctions.
Par exemple si f(z) = sin(x) et g(z) = x alors lir%f(x) =0et lir%g(a:) =0,

,0 X 00,00°, —00 + 00,1%°,0°, 0%, etc ....

on dit que lir%% = # est une forme indéterminée de la forme %. Car
Tr—
cette limite ne peut étre déterminer directement d’ou le nom FI. Elle I'est
PP e, . i —sin(0 .
par définition de la dérivée (};12%% = (sinz),_, = cos(0) = 1) et
lim L&) — Jim 2@
T—T0 (x) T—T0
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Exemples de Formes indéterminés 2
1) FI10 x 0o : f(x) = sin(z) et g(x) = = . Quand z — 0, le calcul
de liH(l) f(z)g(z) fait intervenir le produit 0 X co qui ne peut étre déterminé

puique cela dépend des fonctions f et g.D’ou le nom de forme indéterminée
de la forme 0 x oco. Cependant

lim f(x)g(z) = hmsm(x) =1

z—0 z—0

(par définition de la dérivée de la fonction sin(z) en 0).

2) F.I 2 ¢ f(z) = log(z) et g(x) = l.Quand r — 400, lim L% fait

x—+o009 ( )

apparaitre une forme indéterminée de la forme . Mais,d’aprés la régle de
I’Hospital,
’ 1
lim 2@ — 0 car lim (logzﬂ = lim £ = lim 1 =0.
T——+400 T——400 T——400 T——400
3) F.I. oo — 0 :

a) f(z) =log(x) et g(z) = —x. Quand z — +o0, xgrfw(f(x) + g(z)) fait

apparaitre une forme indéterminée de la forme +o0o — co.Cependant

lim (f(x)+g(x)) = lim (log(z) —x) = lim x(% —1)=—-

r——+00 r——+00 r——+00

log(z) — 0.

T

car lim
Tr—-+00

b) f(x) = VA F T et g(a) = V& Quand & — +oo, lim (f(x) — g(x)

fait apparaitre une forme indéterminée de la forme 400 — co. Mais

f) — o) = VEF T~ VT = i

(on dit que I'on a multiplié par 'expression conjuguée)

Ainsi a:l—l>I—lI—1c>o<f(x) —g(x)) = hm (\/th) 0.
4) FI1°: f(z) =141 et g(z) = 2. Quand z — +oo, lim (f(z)9™),

r—+00
fait apparaitre une forme indéterminée de la forme 1°°.

Pour calculer cette limite, on va passer au log.
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Si on pose y = f(2)?®) = (1+ 1), alors pour tout z > 0,y > 0.
Ainsi log(y) = log(1 + 2)* = zlog(1 + 1).
Tout revient revient a étudier lirf (zlog(z + 1)).

On pose u = %,il faut donc déterminer limw.

u—0

loglltu) — 1 car c’est la dérivée de la fonction log(1 + u) en 0.

On a lim

u—0

Donc le limite cherchée vaut e.

Ces différents exemples donnent un apercu des méthodes dont on dispose
actuellement pour résoudre (on dit lever ou contourner) ces formes indéterminées.
Ces méthodes sont du genre ”astuces” ou utilisent la définition de la dérivée

ou la régle de I’'Hospital.

Définition : Déterminer la limite quand on a une forme indéterminée s’appelle
"lever 'indétermination”.

Dans ces formes indéterminées, il est remarquable de constater qu’il n’y a
probleme que quand les fonctions concernées tendent vers 0 ou oo ou se
raménent a ces cas.

Définition 3:

Une fonction qui tend vers 0 est appelée "un infiniment petit”.

Une fonction qui tend vers oo est appelée "un infiniment grand”.

La régle de I’'Hospital permet de résoudre un tres grand nombre de Formes
Indéterminés (toutes celles de la forme %, i% et toutes celles qui s’y raménent).
Mais elle a quelques inconvénients :

1 - Avant de 'appliquer, il faut savoir si 'on est dans des cas d’application
de cette régle ou de ses généralisations.

2 - Il faut calculer des dérivées de fonctions

3 - Son utilisation demande parfois des astuces dans la fagon d’écrire le
quotient et il peut étre nécessaire de transformer ce quotient avant de lui
appliquer cette régle.

4 - Elle ne marche toujours pas .

L’étude de :lﬁi_)néﬁ sin(%) ne se fait pas par la régle de 'Hospital.

Cependant, Vz € IR, —1 < sin(z) < 1 donc Vz € IR*, —2? < z?sin(2) <
72

= lima?sin() = 0.

z—0
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Il est donc nécessaire d’avoir une méthode plus systématique. Nous allons
fournir les moyens d’étudier la limite de trés nombreuse fonctions par une
méthode générale basée sur le calcul des dévelopements limités.

2) Formule de Taylor et Variantes *:

2.1 : Formules de Taylor et Mac-Laurin.

Définition : Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle I C R.
i) On dit que f est continiment dérivable sur I si elle est dérivable et
sa dérivée f’ est continue sur 1.
ii) On dit que f est n fois continiment dérivable sur [ si elle est
dérivable n fois et que ses dérivées f’, f”, -, =D £ sont continues sur
I, (n € N). On dira que la fonction f est de classe C".

Si f est un polynome de degré n cad
f(l’) = Pn($) = anxn + an—lxn_l + ...+t a1x + ag.

On a: f(0) = ao.
Or f'(z) = na,™ ' + (n — 1)a, 12" + ..2as7 + a1 = f'(0) = a;.
De méme

() =nn—1a,z" 2+ (n—1)(n — 2)a,_12" 3 + ... + 2a5 = ["(0) = 2a,.
De fagon générale, et aprés k itérations, (par récurrence ) on voit que
F0(0) = Klay

Ainsi les coefficients du polynomes s’expriment ne fonction des dérivées suc-
cessives pour x = 0 et l'on a :

1" (n) n (k)
f(@) = £0) + f(0)x + L0024 4 L20gn — szk—%k
=0

Peut-on généraliser cette propriété a une fonction f ”quelconque”?

D’aprés le théoréme des Acroissements Finis, on sait que si f est une fonction
continue dans [0, z] et est dérivable dans ]0,z[, il existe ¢ € |0,z] : f(z) =
F(0) +cf'(c).

Plus généralement, on a :
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Théoréme de Taylor :
Soit f une fonction définie sur [a,b] C R telle que
i) f est n fois contintiment dérivable sur le segment |a, b].
ii) ("D existe et est définie sur 'ouvert |a, b].
Alors il existe au moins un ¢ €|a, b[ telle que

b—a (b—a)? (b—a)* (b—a)" (b—a)"tt
b) = / " B (k) B (n) (n+1)
F0) = Fap 7 @+ g @)+ g O et Et e )4 e
Remarques °:
1) Si n = 0, on retrouve la formule des Accroissement finies : f(b) =
F(a) + (b—a) /(o)
2) Cette égalité est appelée Formule de Taylor - Lagrange ou Formule de
Taylor (on note F.T.) a l'ordre (n+ 1) dans [a,].
La formule de Taylor est valable sur lintervalle [a,b]
3) R, baT)ln;l (+1)(¢) est appelé reste de Lagrange.
St f est un un polynome de degré n, le reste R, est nul.
Preuve :
On considere la fonction polynomiale suivante:
— )2 _ \k \n
Pua) = flaHe—a)fapt o gy O gy A oy
on a degré de P, = n.
On remarque que P,(a) = f(a)
) (z—a)* ™ (z—a)" ™V
Pow) = £1(0) + (o= ) (0) -+ e ) o e ()
Fy(a) = f'(a)
prla) = f"(a), -+, Pi(a) = f¥(a), - PiV(a) = £ (a)
P, peut s’écrire sous la forme
_ _ Ak _\n
Po() = Pa(a)+(s—a) Pl(a)+ 5 Y pra) s -+%ng)(a)+ @ m“) P™(a)
On considere la fonction ¢,, définie par
(LU _ a)n—‘rl
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ol «, est une constante réelle choisie de telle sorte que

(b—a)"tt

=0
1)

©n, est définie continue sur le segment [a, b] et dérivable sur |a,b[, on a

@n(a) = ‘Pn(b> =0

Théoreme de Rolle: il existe au moins une valeur ¢, €la, b| telle que
Pnlcn) =0
pn() = f'(z) = P(z) — an

(z —a)"

n!

Appliquant encore une fois de plus le Théoreme de Rolle sur la fonction ¢/,
qui est définie continue sur le segment [a, ¢,,| et dérivable sur |a, ¢,[, on a

pn(a) = ¢ (cn) =0

donc il existe au moins une valeur ¢,_; €]a, ¢, telle que
SOZ (cn1) =0

(@) = f"(z) = P(x) — an

(x —a)" !

(n—1)!

il existe au moins une valeur ¢; €]a, ¢ telle que
Pplc1) =0
o (2) = f(2) = PV (2) — an(z — a)

Appliquant le Théoreme de Rolle sur la fonction 9051”) qui est définie continue

sur le segment [a, ¢;] et dérivable sur |a, ¢1[, on a

P\ (a) = ¢ (er) =0



donc il existe au moins une valeur ¢ €la, ¢1[ ( ¢ €la, ¢;[Cla, b= ¢ €]a,b] )
telle que

P (e) =0
S07(1nﬁ-l)<x) _ f(n+1)($) _ P,En—H)([L’) —a,
degré de P, = n = P{""V(2) = 0 = o™ (2) = f@+(2) — q, donc

pn () = 0= f""(c) = ay

d’ou (o —
pule) = J(@) = Pala) = S5 10
bh— n+1
= al0) = ) = Pa(t) = L £ =0
car «, a été choisie de telle sorte que ¢, (b) =0
(b _ a)n+1 (nt1)
f(b) = Pn(b) — mf (C) o c E]a,b[
d’ou la formule de Taylor-Lagrange a l'ordre (n + 1)
b o b - 2 b _ k b _ n b o n+1
R e e e A

Autre écriture de la formule de Taylor & I’ordre (n+ 1)
En posant b—a=h=—b=a+h

hn—l—l

T 1)|f("+1)(c) ¢ €la, a+h|

2 k n
Flath) = f(@) 45 @)+ (@) o O @)+ f ) )+

Autre forme de la formule de Taylor a 'ordre (n + 1):
c€laat+hl= 0<c—a<h, 0<$<1:>39 €lo,1[, 6 =
c—a

. = c=a+0h

hn—l—l
(n+1)!

h ! h2 " hk k h" n n+1 -
flath) = fla)+ 3 (@)+ 5 f' (@) -7 F O @)+ f 0 () + fU Y (a+6 h) , 6 €]o,

6S. EL HAJJI et S. HAKAM SMI &SM



Formule de Mac-Laurin :
C’est le cas particulier ou a = 0

xz ., x? " zk x" n n+1
F@) = FO+ 7 O3 O3 OO -+ OO0+ gy

x x? P x" n+1
J@) = O O 5 S O+ 47 OO O+

2.2 - Exemples:

U@ ), 6 €]0, 1]

Formules de Taylor (et de Mac-Laurin) de quelque fonctions usuelles. Toutes
ces formules sont valables pour x au voisinage de 0. Pour les obtenir au

voisinage de a,il suffit de poser z = = — a.

1) f(z) = e*. Comme f™(z) =¢e” et f™(0)=1,0na:

ew:1+x+§+...+fz—7+A$”+l avecAze—C!etO<c<:v

(n+1)
2) f(x) =sin(z). On a

f'(x) = cos(x), f"(x) = —sin(z),
FN (@) = (=1)Psin(z), fO)(z) = (—1)" cos(x)

donc f@P)(0) = 0 et fPTD(0) = 1. Ainsi

sin(z) =z — I + 2 4.+ (é;)f;!xzp“ + Ax?Pt2,

3) De méme cos(z) = 1 — 2 + 20 4 . 4 CL0a2 4 g2+t

(2p)!
4) f(z) =1=.Ona:

fr(z) = ﬁ, o [ () = # donc f(0) = n!.

Ainsi :

L 44224 . 42"+ Az avec A = L

11—z

(I—c)nre.



5) Si |z| < 1, f(z) = log(1 — z) est bien définie et on a :
Fl@) =5, o f0(@) = §2 M(0) = (n — 1)L,

Ainsi pour |z] < 1,

log(1— ) =2+ %2 + ... + & + Az" avec A_W

6) Pour tout o € IR, soit f(z) = (1 + x)* (on suppose que « n’est pas un
entier positif sinon f est polynome).
On a:

f'(z) = a(1+2)*L, ... (et par recurrence) f™(z) = ala —1)...(a — (n —
1)1+ x)* ™.

donc f™(0) = ala — 1)...(a — (n — 1))

et dc €10,z :

1+2)* =1+ az+ 28 Ue2 4 4 elesleloczllpn 4 ggnt] gyec
A= a(a —1.(fa=n)(1+ )t

a) a
b) a

Lo =1—a+a>+.. +( 1)"z™ + Az"t1
%\/H—x_l_i_ N + +(22)n11E273)2;2n+Axn+1

2.3 - Application de la Formule de Taylor au Calcul numérique ":
Si f est une fonction de classe C™™! au voisinage de a :

hn+1

h) = h / h? " h" (n)
Hath) = fla)tqpfa)t5p fila)t -+ Tn P ad oy

Fr D (a+0h) , 0 €]0,1]

On suppose connue les valeurs f(a), f'(a), ---, f™(a).
On prend pour valeur approchée de f(a + h) la valeur

F(@)+ @) + -+ fa)
Si on pose,

n

9(a) = F(@) + hF'(a) + -+ f ) a)

7S. EL HAJJI et S. HAKAM SMI &SM
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L’erreur commise est

hn—i—l

CES] F7 ) (@ + 6h)

fla+h) —g(a) =

Comme 6 est inconnu, on ne peut pas donner une valeur précise de

O (a + 6h).

thrl

(n+1)!
a<at+bOh<a+h

L’erreur commise est donnée donc par

(a4 6n)

Donc, si Mest un majorant de f"*V(a + 6h) sur |a,a + h| on a

£ (a4 6n)| < M

hn+1 (nt1) |h|n+1
" Oh)| <
|(n+1)!f (a +06n)] 1)
s P 1] e
Donc f(a+h) est égale a g(a) avec une erreur absolue inférieur (41
n !
Exemple 8:
Calculer sin(31°) & 107% prés
onoy L
sin(30°) = 5= 0.5
h? h3
sin(a + h) = sin(a) + hcos(a) — 5 sin(a) + ) cos(a + 6h)
m
h=1"=— =10.0174
18\(}_
3
cos(30°) = 5 = 0.8660
0.01742 0.0174°
sin(31°) = 0.5 + 0.0174 x 0.8660 — x 0.5 — cos(= + —)
3! 6 180
0.01743 T 7r 6

donc & 107¢ | sin(31°) ~ 0.513550.
La valeur fournie par le logiciel MATLAB est sin(31°) ~ 0.51503807491005.
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Exercice : Calculer une approximation de Arctg (1.001) & 1072 prés.

3) Développements limités.”:

Nous avons vu en 1) quelques remarques sur le calcul des limites et quelques
inconvénients de la régle de 'Hospital.

Dans cette section, nous allons développer une méthode générale pour
déterminer les limites. Cette méthode est systématique et sera basée sur le
calcul des dévelopements limites.

3.1 - Infiniment petit - Infiniment grand : Définitions et Notations
Soient f et g deux fonctions numériques définies au voisinage de x( c’est a
dire définies sur I =|xy — &, x¢ + ¢[ ( sauf peut étre en z; )

Définition : Infiniment petit
i) On dit que f(z) est un infiniment petit (on note I.P) lorsque x — x
au voisinage de xg si:
lim f(z) =0

T—X0

x — xo est un infiniment petit principal (I.LP.P) de f quand x — x
ii) On dit que f(z) est un infiniment petit lorsque = — oo si:

lim f(x)=0
— est un infiniment petit principal de f quand x — oo.

Exemple :

sin(x) est I.P lorsque x — 0

— est LP lorsque z — oo
x

cos(z) est I.P lorsque x — g

Définition : Infiniment grand
i) On dit que f(z) est un infiniment grand (I.G) lorsque x — xy au
voisinage de xg si:
lim f(x) =00

T—x0
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est un infiniment grand principal (I.G.P) de f quand = — x.
r — Xy
ii) On dit que f(z) est un infiniment grand lorsque z — oo si:

lim f(z) = o0

T—00

Exemple:

™

est I.p lorsque z — 0
tg(x
est I.G lorsque © — 5

Soient f et g deux fonctions numériques définies au voisinage de z( c’est a
dire définies sur I =|zg — ¢, ¢ + [ ( sauf peut étre en zy )
Définition : Négligeabilité

On dit que f(x) est negligeable devant g au voisinage de x, et on note

f=o(g) (ondit que f est gale petit o de g )
s’il existe une fonction € définie au voisinage de xg telque:

f(z) =e(z)g(x) et que lim e(x) =0

Tr—X0

On dit que f(z) est negligeable devant g au voisinage de I'infini s’il existe
une fonction € définie au voisinage de 'infini tel que:

f(z) =¢e(z)g(x) et que lim e(z) =0

Remarque :
St g ne s’annule pas au voisinage de xy on a
_ y Cfw
f =o(g) au voisinage de zp <= lim ——= = lim e(z) =0
e—zo g(T)  @—m0
Exemple:

9) au voisinage de 0 si a > (3
au voisinage de I'infni si o < 3

(x?) au voisinage de 0
(z*) au voisinage de I'infini
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x® 1 —, 00sia>g
P zo P — oo Ol < 6

3.1 - Développement limité (on note D.L)
3.1 - Définitions, Notations:

Définition : Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle I con-
tenant xo (sauf peut étre en xg)

On dit que f admet on D.L n au voisinage de zq s’il existe un polynome
P,(x)ded®* <n

P,(z) =ag+ a1(x — xo) + - - + an(z — z0)"

tel que

c’est a dire

flx) =ap+ ai(z —x0) + -+ - + an(x — 20)" + (x — zo)"e(2)
avec £(z) — 0 quand = — 1z

P,(x) est appelé partie entiere ou reguliere du D.L de f.
(x — o) e(x) est appelé reste du D.L de f.

Remarque :
Pour une simplification, nous utiliserons les D.L en 0, pour obtenir un
D.L en x, il suffit de poser x = (x — xy).

Remarques fondamentales :

1) Le développement limité est une notion locale cad si vous calculer un
DL de f a l'odre n au voisinage de xo alors cette formule (égalité) est vraie
pour tout x € V(xg) uniquement.

2) Pour une simplification, nous utiliserons et calculerons les D.L en 0 .

3) Pour obtenir un D.L en xo € IR, il suffit de poser x = (x — x).

4) Pour obtenir un D.L en oo, il suffit de poser x = %
Théoreme 1 : Unicité d’un développement limité
Si f admet un D.L d’ordre n en 0 alors il est unique.

Remarque : L’unicite est a prendre dans les sens que la partie entiére du DL
a l'odre n au voisinage de 0 est unique.

108, EL HAJJI et S. HAKAM SMI &SM
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Preuve :
On suppose l'inverse .

f(z) =ap+ a1z + -+ az™ +o(z") , o(z") = 2" (x)
flx)=by+bix+ -+ bx™ +o(z"), o(z™) = z"ey(x)

soit p < n le plus petit entier telque a, # b,
0= f—f=(ap=bp)a?+(apr1—bpr1)a? -4 (an—by)2"+a" (e1(2) —ea())
en divisant par zP on a
0=(a, —by) + (apy1 — bpr1)x + -+ (an — bp)2" P + 2" P(e1(z) — e2(x))
lorsque x — 0 on a
a, — b, = 0 < a, = b, contradiction avec a, # b,

d’ou
a; =b;pouri=1---n
f(z) = Py(x) 4+ 2"e1(2)
flz) = Py(x) + 2", 2(x
Propriété (cf section suivante pour détails):

Si f est de classe C™ au voisinage de xg, alors f admet un développement
limité a l'ordre n au voisinage de x( de la forme :

) } = 0= f(z)—f(z) = 2"(e1(x)—e2(2)) = €1 = &3

f(x) = f(0) + @ZB + %xz +...+ @x" + z"¢(x) avec €(z) — 0 quand

r — 0.

Théoreme 2 : Développement limités des fonctions paires et im-
paires !

Soit f une fonction numérique définie au voisinage de 0 et qui admet le
D.L

f(x) = a0+ ar + - +a,2" +a"e(x) 111%5(37) =0

Pp(x)
= P,(x) 4+ 2"¢(x)

1S EL HAJJI et S. HAKAM SMI &SM
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i) si f est paire alors P,(x) est paire i.e.
a1:a3:...:a2k+1:...20
ii) si f est impaire alors P,(x) est impaire i.e.

CLOZGQZ"':GQk:"':O

Preuve :
i) Si f paire = f(x) = f(—=) donc 'unicité du D.L = P, (z) = P,(—x)

P(—) = ag — a1x + asx® — asx® + cdots + (—1)" a,_12" " 4+ (—1)"a, 2"

P — P (- = 9 QxS 4+ - 2 2k4+1 4 L
() o (—x) - Oa1:17+ azx” + -+ 2005417 + —a =a3=-" =g =

ii) si f est impaire alors
a0:a2:...:a2k:...:0

en effet f impaire = f(x) = — f(—=) donc 'unicité du D.L = P,(x) =
—Fo(—2)

P,(—z) = ag — a1@ + axx® — azx® + edots + (—=1)" ta,_12" 1+ (—1)"a, 2"

P.(x) + Po(—2) = 2a9+ 2a92% + -+ + 2a0p2% + - -

_ O }:}a0:a2:...:a2k:...:0

3.2 - Opérations sur les développement limités!?

i) Somme

f(z) = Py(x) + o(z™) B )
Qn(x) + o(z") } = f(z) +g(x) = P(z) + Qu(z) + o(2")

~
&
Il

Remarque : Si f et g admettent un développement limité a ['ordre n et

m respectivement, au voisinage de Ty, fini ou non, alors f + g admet un
développement limité a 'ordre Min(m,n), obtenu en ajoutant les deux développements
limités de f et g
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Preuve :

~ z—0
Pp(x)
g(z) = b+ biw -+ bnxﬁ+x"52(:c) , 1111(1)52@) =0
Qn(2)

f(@) +9(x) = (ao +bo) + (a1 +bi)x + -+ + (an + bp) 2" + 2" (€1(x) + £2(2))
f@)+9(z) =+ qz+ -+ gua™ + 2"e(2)

¢ =a;+b i=1--,n

e=¢e+e il_r%&(x) = glcii%(gl(x) +ea(x)) =0

= [f(z) + f(2) = (Pa(2) + Qu(x)) + o(z")

Exemple:
- 2
f(z) :2+I+E0(x4)
x? 23 4
g(@) = =2+ o+ — +o(z)
3 9, 3 4
f(x)—i—f(:c):x—i—?%—?—l—l—o—i—o(a:")

ii) Produit

f(x) = Pu(x) 4 o(2")
f(x) = Qnlx) + o(z")

3.

} — (@) % 9(z) = (Pa() X Qu(x)) + o(a™)

Remarques !

1) Dans le calcul , on ne garde que les termes de degré inférieur ou égal
an.

2) Si f et g admette un développement limité a l'ordre n et m respective-
ment, au voisinage de xo, fini ou non, alors f X g admet un développement
limité a Uordre Min(m,n), obtenu en multipliant les deuzx développements
limités de f et g. Dans le calcul , on ne garde que les termes de degré
inférieur ou égal a Min(m,n).

Preuve :

flx) =ao+arx+ -+ apa” +alei(x) , lime (z) =0

~ z—0
Pp(x)
g(x) =bo +biw + -+ baa" fa"ep(x) , limey(z) =0
& ~ - T—
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)
P,(x) + x2"1(2))(Qn(z) + 2"es(x))
= P(z) X Qn(x) + Pu(x) X 2"5(x) + Qn(x) x 21 (x) + 2*"e1()e2()
= Po(z) x Qu(z) + 2" (Pa(x) X €2(2) + Qn(x) x e1(x) + 2"e1(2)22(2))
= P,(x) x Qu(z) + 2"e(x) , 31012% e(z)=0
Exemple:

(@) :2+x+f—oo(x4)
g(x)=—-2+ % + % + o(z?)

25 95 T 4 4
f(x)xf(:r):—4—2m+§a: +§1: 5% + o(z%)

f(@) = Pu(z) + 21 ()
9(x) = Qu(x) + a"e2(x) on suppose g(0) # 0

cad si f et g admette un développement limité a ’ordre n, au voisinage
de xy, fini ou non, et si le coefficient constant de g est non nul, alors % admet
un développement limité a I'ordre n.au voisinage de x.

Pour déterminer la partie principale de g, on fait la division de P par ()
suivant les puissances croissantes de x a l'ordre n.

Remarques *:

i) Si g admet un D.L d’ordre n en 0 et que g(0) # 0 alors % admet un
D.L d’ordre n en 0.

it) Pour calculer le DL d’ordre n de g, I suffit de montrer que * admet
un développement limité a l’ordre n puis de faire le produit par celui de f et
ne conservant que les termes de degré < n.

i1) Dans le cas ou g(0) = 0, on peut opérer d’une maniere analogue, mais
on obtient un développement dit développement limité généralisé.
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Ezxemple :

-1 3 3
f(z) —|—:r(—i)—x +z°e(x)
Ps(x

g(x) =22 + 32% + 2°c(x) en met 2z en facteur

3
=2z (1 + =2°) +2°¢(z)

_\,Q_J
Q2(w)
f@) 1 R
g(z) 2z Qs(z)

On obtient un développement dit développement limité généralisé 5.

Preuve : On fait la division de P par () suivant les puissances croissantes

de x a l'ordre n
Po(z) = Qu(z)S(x) + 2" R(x) degrde S <n

(f(z) — a"e1(z)) = (9() — 2"ea())S(x) + 2" R(x)
f(x) = g(z) x S(z) + 2" (e1(x) — e2(x)S(x) + xR(x))

g

=e3(z)—0
— f(z) = g(x) x §(z) + 2"es(x)
F0) g assla)
T
g(—g = S(x) +2"e(x) e(x) — 0 quand z — 0
Exemple
1)
f(z) = —2+3x+%2+%3+0(1:4)

g@) =2+ + o (a¥)
fl@) 251 1

29 L2 4
o) "9 5% T g% + o(x”)
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Si f admet un D.L en 0 et que f(0) # 0 alors % admet un D.L en 0.
2) D.L de cos(x) a 'ordre 4 en 0 est

2 ot

cos(x) =1— R o(z*)

D.L de

a l'ordre 4 en 0: on a cos(0) =1#0
cos(z)

1

cos(x)

= ag + 12 + ap2® + azx® + agxt + o(a?)

1

cos(x)

est paire = a; = a3 = aggy+1 =0

1 [

cos(x)x cos(@) SR (")) x (ap+a12+a9z® +azz® +asz’+o(z?)) = 1

1
Une autre maniere de développer ? lorsque f(0) #0

(1+x>a—1+ax+wx2+...+O‘(a_l)(a—Qk?!---(a—knLl)xk
+___+04(04—1)(04—272‘...(04_”4_1)

xn + O(xn>

20



cos(x) 2 2t
1-— ? + I +x 8(%)
2 4 , X
= [1 + (—? + Z +x 8(1‘))]
z° ! 4 (—1) x (=2) ot 4 2
:1+(—1)><(—?—|—I+x e(x)) + 5 (—7+I+x e(x))
(1) x (=2)x(=3) «* z* g
—i—\ 3 ( sttt a(x))/
r&(z)
x?  xt xt
-1 e - 4 ~
—I—2 51 rie(x) + — + 27é(x)
z? 1,
x> 5

-1 =
cos(x) 2 24

iv) Composition '

Si f admet un développement limité a ’ordre n en x, fini ou non, si le
terme constant de f vaut ag et si g admet un développement limité a ’ordre
n en ag, alors gof admet un développement limité a I'ordre n en z(, obtenu
en développant la composée des développements limités de f et g.

La technique a utiliser est de remplacer tous les termes en = de la partie
principale du DL en 0

de f par la partie principale de g et en ne gardant que les termes de degré
inférieur ou égale a n.

Exemples :
1) Calculer le DL d’ordre 3 de f(z) = @ en 0.
On a : pour €(z) - 0
sin(z) =z — % + z%¢(x) et sin(0) = 0
T x? 23 3
e’ =1+x+ %+ %+ ()
donc
. 3 3 3
e =1+ (2= ) +3(r = §)° + 5l = 5) +2%(2)
et si on en ne garde que les termes de degré inférieur ou égale a 3.
alors
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@ =14 2+ 127 + 2Pe(n
2) Calculer le DL d’ordre 2 de h(z) = €@ en 0.

On a: pour €(z) - 0

cos(x) =1— %2 + z%e(x) et cos(0) = 1.
e’ =1+x+ 2 +a%(x)
comme cos(0) = 1 # 0, on pose g(x) = cos(x) — 1 donc g(0) = 0.
ainsi
g(x) = =% + a%e(x) et g(0) =
flz)=¢e"= 1—|—x+%2—|—x26(x
donc
fog(w) = el @0 = 1 4 (—=Z) + H(—5)? + 2%€(x)
Comme on ne doit garder que les termes de degré inférieur ou égale a 2.
eleos(@)=1) — 1 _ % + 2?%€¢(x)
ainsi
h(z) = €@ = e(1 — 22) + 2%¢(x)

0
)

3.2 - Calcul des D.L- Développement de Taylor-Young !":
Théoreme de Taylor-Young

Si f est (n— 1) fois contintiment dérivable sur un intervalle /contenant 0
et que f (") est continue au point 0,

alors f admet un D.L dit de Taylor-Young a l'ordre n de la forme

F@) = 10 + 27/ (0) 4 5710 + -+ 2 F00) 1 oa7)

ou encore
2

f(x) = f(0)+xf(0) + %f”(O) +- 4 ::L—Tf(”)(()) + 2"e(z) avec lime(z) =0

z—0

Preuve : Théoréme de Mac Laurin

f(z) = f(0)+x f’(0)+§—7 f1O)+- -+ f(”l)(0)+fl—7 F™(0z) avec 0 < 6 < 1

(n—1)!
lorsque x — 0, 0z — 0
f™ est continue au point 0 = f™(Az) — £ (0) lorsque z — 0 , on
peut écrire donc

f™(0x) = fM(0) + e1(z) avec limey(z) =0

z—0
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d’out

(@) = F0) + (0 + 5710 - e 0+ )+ D)

5(x):i?:)%0quandx—>0
n!
Remarque:
La condition que f™(0) existe suffit pour avoir le D.L de Taylor-Young.

Cette condition du théoreme est seulement suffisante et non nécéssaire.

Exemple '8:

{f(z): 3sin(§) siox#0

f(z) = 2% x xsin(é) glcig(l)xsin(i) =0 ( car |sin(é)\ <1)
f(x) = 2%e(x) lim e(x) =0

donc admet pour D.L au voisinage de 0 a l'ordre 2
F(z) = 0+ o(a?)

alors que f” n’existe pas en 0.

En fait si s admet les condition du théoréeme de Mac Laurin
f(z) =ao+ a1z + -+ aa™ + 2" (x) lir%el(x) =0

alors
A
R

Développement limité des fonctions usuelles

ay yk=1,---.n
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(a retenir par coeur ou a retrouver rapidement)

2 n
695:1—1—%—1—%%—-“—1—%4-0@")MacLaurin
fL'g LE5 l‘2p+1
i =r— — 4+ =4 —1)%rtl 2p+1
sin(e) =@ = gy b gt DT ey e
2  xt 2P
=1 - — 4+ — 4+ ... —1)P 2p
cos(z) o P T g Fele)
—1 -1 — N — 1
(1+x)“:1+ax+%x2+...+a<a )(Oé ,n)l' (Oé n+ >$n+0(l‘n)

1, 2 17 62
¢ _ 13,2 5, 0 7 ba g 9
glr) =@ gt + & e+ ogasr +o(@)

=l+z+2°+-- +2"+o(a")
1 1
(Aresin(z)) = N (1—a2%)2
5 35 63

1., 3
4tz 2 26, 99 8 09 10 10
T T T T gT Tagg? Tolr)

A : 3 5 7 9 9
TCSIII(SL’) —$—|——6l‘ —F—OLE —|——112117 +—1152$ —i—O(:E )

11—z

Propriété 2°:
Si f admet les propriété du théoreme précédent, f’ satisfait aux mémes
conditions et en remplacant n par n — 1 on a

an_l

(n—1)!

f’(x) = f’(()) + xf”(o) + %Tf(?’)(o) 4+t f(nfl)(o) + _ch,lg(x)

et on constate que le polynome principal de f’ est la dérivée du polynome
principal de f.
ie. si f(z) = P,(x)+a"(z) et si f’ existe alors f/(z) = P! (z)+2" 'e(x).
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Exemples :
1) Développement limité de f(x) = Arctg(z) a l'ordre 5 au voisinage de 0.

f(z) = Ps(z) 4 2°¢(z) avec e(x) — 0
B 1
1422
=1 -2 +a2* + 2% (2)
— Pl(x)=1—-2"+2*

= (142"

x3 2
:>P5(ac):x—§+€

x3 2
= f(x)(z) =2z — 3 —|—€—|—x5€(x)

2) Développement limité de f(x) = log(z) au voisinage de 0.

—1
fa) = T = (14 2)
=1l—ao+2®+a* + 4+ (=1)"2" + 2" (2)
YR SRR O SR S | CAR A S P
2 3 n n+1

iii) Développement limité de f(z) = zcotg () a Pordre 5 au voisinage de 0.

fla) = acots(a) = Zont5)
- x—%3+i—j+0(x5)
r — z—? + z—f + o(x”)
zeotg(x) =1 — %2 - i—;:ﬁl — 2%¢(7)
cotg(z) = . % - g — zte(2)

3.3 - Calcul de Limites avec les Développements limités

Remarque fondamentale *!
i) Si f admet un développement limité a 'ordre n, au voisinage de 0 cad

21S. EL HAJJI et S. HAKAM SMI &SM

25



f(z) = Py(x) + 2"¢(z) avec e(x) — 0

z—0
alors ling)f(a:) = P,(0).
it) Tous les DL seront obtenues a partir des DL usuels au V(0) et des
théoremes de base sur les DL.

1) Soit f(z) = (1+ 1)*, calculer lim, o f(z)
On a :

fle) = (2 lim f@)

T—-+00
1 1
log(f(x)) = log((1 + —)*) = zlog(1 + )
au voisinage de 400 on a
1 1 1
log(l+—-)=—+—
x x
log(1+ 1) = 1+ (%)
x log )= € .
d’ou
lim zlog(1l+ l) = lim (1+ 15(l)) =1
& z A e

T——400 e )
2) Calculer lin% log(%)
Calculer le D.L a 'ordre 2 au voisinage de 0 de

log( sin(x) )

slnx(ai) —1_ N + 3:252(37)
1og(smgfx)) = log(1 (Sma@ 1)
2 1 2 2 2
= (5 el e
_ —'% + 2% (x)



x

3) Soit f(r) = (X — 1= ) Calculer hmf( ).

donc lir% log(22)) =

z—1 log
On poset =x —1 de telle sorte que t —, 0.
T—
_ 1 1 _ (1 1 log(1+¢)—
On a f( ) o (1’ 1 log(z)) o (? log( 1+t)) " tlog 1+t ’

Remarque : Lors du calcul des DL, on chozszt lor re n du DL le plus bas
possible et tel que la partie principale du dénominateur n’est pas nul et on
calcule tous les DL a cette ordre.

au voisinage de t =0, on a log(1 +t) =t + tey(t)

Donc tlog(1 +t) = t* + t%e5(t).

Il faut calculer le DL du numératuer a l'ordre 2.

2
log(1+t)—t= —%2+ t2e5(t).
. log(l4t)—t =& log(1 .

Ainsi SR = S+ () done gt =~} = () = -}
Remarque *2: Dorénavent, on notera par e(x) toute expression qui tends vers
0 quand x tend vers 0 ainsi on allegera les écritures.

3) Soit f(z) = M Calculer hmf( ).

sin(x)(1—cos(
Pour que la partie principale du denomlnateur ne s’annulle pas , le calcul
des DL a l'ordre 3 voisinage de 0 devrait suffire.
On a:
sin(x) =z — %3 + 23¢(z) et
cos(x) =1— % + 2%e(z) = 1 — cos(z) = & + 2’¢(x)
donc sin(x)(1 — cos(z)) = (x — %)(%2) + 23e(x) = % + 23e(x).

Comme tg(z) =z + 33 + 23¢(z)

on asin(z) —tg(z) = (x — L) — (x + L) + 2Pe(x) = — L2 + a3e(x)
1,

Donc f(x) = Slj”; "Ei iisf))) - i wde(x) = =1+ 23¢(x)

3.4 - Généralisation des développements Limités :

Développements Limités au voisinage de ’infini
Soit f une fonction définie au voisinage de l'infini c¢’est a dire f définie sur
A, +o0] ou | — 00, B[ avec A > 0 et B < 0.
Définition :
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On dit que f admet un D.L d’ordre n au voisinage de de 'infini si elle est
de la forme

_ @ 2 0 -
f(x)fao+x+x2+ + — +o(—)
ou encore

a a an 1 1 1
f(x):a0+_1+_;+...+_+_g(—) avec ¢(—) — 0 quand =z — oo
x x " " oz x

Remarque :

1
St f admet un D.L en — au voisinage de l'infini, alors f admet une limite
x
finie lorsque x — oo.

Développements Limités généralisé
Soit f une fonction définie au voisinage de 0 sauf peut étre en 0 tel que a? f(x)
admet un D.L au voisinage de 0

2P f(x) = ag + a1x + axx® + - - - + a,z™ + o(z")

ap ay [25) _ _
— + - 4 apz" P +o(a"P)

flx)=—+ +

P gpl o gpp2

on dit alors que f admet un D.L généralisé au voisinage de I'infini.

Les D.L au voisinage de l'infini sont utilisés pour I’étude des branches
infinies des courbes.

Un D.L permet la détermination (éventuelle) des asymptotes, des direc-
tions asymptotiques et la position de la courbe par rapport a 'asymptote.

Rappel du plan de I’étude d’une fonction

f 2 — f(x) une fonction numrique

i) Domaine de définition de f, Dy: les intervalles ol f est définie.

ii) Parité, périodicité (chercher dans ce cas la plus petite période).

iii) Etude de la continuité de f.

iv) Etudes des limites aux bornes des intervalles de Dy, points d’arréts,
asymptotes, directions asymptotiques, position de la courbe par rapport aux
asymptotes et tangentes aux points critiques de la courbe.

v) Calculer la dérivée et dresser le tableau de variation de f.

vi) Résumer i, ii, iii, iv dans ce tableau de variation et signaler les par-
ticularités de (C)
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vii) Construire la courbe (C).
Remarque:

Pour le calcul des limites, on peut utiliser les D.L au voisinage de 0,
a linfini ainsi que les résultas sur les fonctions équivalentes et infiniments
petits.
Asymptote:

Une condition nécéssaire et suffisante poue que (C) admette une asymp-
tote a l'infini et que I'on puisse trouver a et b telque f(z) —ax — b tend vers
0 lorsque x — oo.

f(x) =azr+b+e(x)

lim e(z) =0
Exemple :
2
) ="V
x
2
_(m) = :v—f; x?—1
x x

1
x—_
X
flz) X si X >0, ®:(1+2X)\/1—X2
v | siX <0, 22 = —(1+42X)V1 - X2
x
1
si X >0, ®:1+2X——X2+$261(X)
1-X2=1--X%*40(2?) = 8 2,
si X <0, —:—1—2X—§X2+x252(X)
T
1 1 1
siX >0, f(e)=2+2——+ —&1(—)
2Ty Ty
siX <0, f(a)=—2—-2——+ —e3(—)
r

La droite y = x 4+ 2 est asymptote a la courbe et que la courbe est au
dessous de I'asymptote & + l'infini puisque la différence f(z) —x — 2 est du

. de ——
signe de oy
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La droite y = —x — 2 est asymptote a la courbe et que la courbe est au
dessous de I'asymptote & + l'infini puisque la différence f(z)+ x + 2 est du

i de — -
signe de —

Direction asymptotique **:
Supposons que f admet un D.L au voisinage de l'infini de la forme

f(x) =ax+b+e(x) avec lim e(x) =0

r—00

x
Le coefficient directeur de 'asymtote oblique est lim L)
r—oo U

Une condition nécessaire et suffisante pour qu’il y ait direction asympto-
tique est que
f(z)

lim —~% = ¢ existe et est finie
T—00 €T

Branche parabolique :

x
La courbe admet une branche parabolique lorsque 1) admet une limite
a finie lorsque © — oo et f(x) — ax n’a pas de limite finie lorsque x — oc.
x
lim M:a et lim f(x) —azr = oo
r—oo I T—00

On dira que la courbe admet une branche parabolique dans la direction
de coefficient a

lim M =
r—oo I
Exemple :
B @) VB
mais

lim f(z) —0xx= lim & =+00

T— 400 T——+00

On a une branche parabolique dans la direction de coefficient 0 c’est a
dire une branche parabolique dans la direction de ’axe des ordonnées.
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Applications a I’étude des fonctions?®

Etude locale d’une fonction
Soit f: I — IR I un intervalle de IR et zy un point de I.
Si on connait le D.L. de f au voisinage de x(, on en déduit 'allure de la

représentative de f au voisinage du point de coordonnée ( f-(rwo ) )
0
Exemple :
f(x) =ap+ a1(z — x0) + as(r — 20)* + (z — 70)%e(x) avec lim e(x) =0

T—T0

Si ay # 0, la courbe représentative de f au voisinage du point ( 20 )
0

(C) al'allure de la parabole

T — ag + ay (v — o) + ag(x — 10)?

Sias = 0 et a; # 0 alors on a un point d’inflexion au voisinage de < io )
0

Application des développements limités a I’étude des fonctions

D)

] 1 1
22 —x—1 )

f(l’)— $2+£L‘ - 1_1

x
1
:E:Y:>x—>oolorsqueX—>0
1 - X —X? 9 9 9 .
f(;p):Y:H—X:(l—X—X)(l—X—i—X + X*e1(X)) avec )1(113051()():0

=1-2X + X*+ X%,(X))
=1-2X+ Xe(X)
Y — 1 lorsque X — 0(z — 00) = f admet une asymptote horizontale

On peut voir a partir de ce D.L la position de la courbe par rapport a
I’asymptote (au dessus ou en dessous)

Y —1=-X+ Xe(X)
Y —-1>0s X <0 clest dire — x assez grand
Y —-1<0s X >0 c’est dire x assez grand
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2)

2
fla) = =V
x
r a2
T+ 2 1
T2 12 1_;
_:L'—l—2 1
e 2
T 2 1
_ 14 2y /1 =
|x|( +x) x?
X 1

|X\<1+2X) 1-X2 avec v = —

donc lorsque © — oo, X — 0, on a

fl@) [ Q+2X)VT—X2 si X>0
r | —(1+2X)VI—X2 si X <0

1
V1- X2 = 1—§x2+o(m2)
2
ﬁngm_l

T X
(

X2
1+2X—7+X251(X) sio X >0
(—|—2X)———|—X251(X) si X <0
( 2 1 1 1
I+ = =5+ —als) sio >0
— a:22 15
—-(1+-)—— <0
\ (+x) 5.2 T se1(=) siow
( 1 1 /1
(x4+2)— —+—e1(—) si >0
flx) = 5 2x1 T 0
— — + (= <
\ (x +2) 2x+x€1(q:) si x




—> y = = + 2 est asymptote a la courbe au voisinage de + 'infini et (C) est

en dessous del’asymptote car —— < 0.
x
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ANNEXE :
Fonctions équivalentes 6.

Définition : Fonctions Equivalentes

On dit que f et g sont équivalentes au voisinage de z = zy (resp. oo) si
on a:

flz)=g(x) (1 +e(z)) avec lim e(z) =0

a—m0 (resp. 00)
et on écrit
f~g
Remarques Fondamentales :

1) Dans la définition précédente, on suppose implicitement que le quotient
est définie au voisinage de a.

~

(2)
2)

—~

’ 2) Si la fonction g ne s’allume pas au voisinage de a, sauf peut étre en
a, alors la fonction % est définie au voisinage pointé de a.

3) Du fait de la division par g dans cette définition, g risque de s’annuler
aoutour de a. Pour éuviter ce probleme, on dira qu’au voisinage de a, les

fonctions f et g sont équivalentes si
f(z) =g(x)(1 +¢e(z)) ou lime(x) =0
ou f(z) = p(x)g(x) ou limp(x) = 1.
4)
1) Dire que f ~ 0,au voisinage de a,ne veut pas dire que f — 0.
i) f V?J) [ # 0, veut dire que f — .

5)
i) Si f ~ g alors

f(x) = g(x) + () g(2)
fz) = g(x) +o(g(x))
f=g+0(g)
ii) Si f ~ g alors
f=g=0l9)

265, EL HAJJI et S. HAKAM SMI &SM
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i11) Si f ~ g et si g # 0 au voisinage de o alors

lim —= =1
J, g(e)
Exemples %7:
sin(x)
x—0 x

sin(x) ~ z au voisinage de 0 car lim —— =1

1

tg(x
tg(z) ~ = au voisinage de 0 car lin% 8(e)
Tr— T
2

2
1 —cos(x) ~ % au voisinage de 0 car 1 — cos(z) = 2sin? <§) ~ 2 (f) =L

—1
exp(xz) — 1 ~ x au voisinage de 0 car lim M -

1

P(z) = ap + a1z + agz® + -+ + a,z", a; #0 @ = 1,---n au voisinage de
I'infini alors
P(z) ~ a,z"”

en effet
aop aq (05} Ap—1
P(z) = anz"( + — + — -+ =41
Apn ™ apx™ Ap "™ Ay, X
. Pz a a a oy
i DU (S Oy 0 ey
n—0o0 O, anx and and anXx
=1
— P(z) ~ a,z" au voisinage de l'infini
au voisinage de 0 on a
. Pz mr  asr? 12"t apa”
lim ():(1+L+ 2 4+t n—l 4+ = )
n—oo Qg Qg ap ap Qg
=1

= P(z) ~ ap au voisinage de 0
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Pour utiliser les fonctions équivalentes, il est essentiel de connaitre ces résultats
et remarques :

Théoreme : Si au voisinage de a, f; ~ g1 et fo ~ g9 alors au voisinage de

a?
1) Jifa ~ 192
2) h oo
fo g2
3) Si afi + Bfs # 0 et ag + gz # 0 alors af; + Bfa ~ agi + Bgs.
Remarque :

1) Si au voisinage de a, f ~ g % K(f) ~ K(g). En effet au voisinage de
I'infinie, z +1 ~ x mais il est faux que e**! soit équivalent & e® , ou bien que
sin(x + 1) soit équivalent a sin(x).

2) Si f et g sont des infiniments petits (ou grands) et si f ~ ¢ alors
log(f) ~ log(g)

2) Au voisinage de 0, sin(z) ~ x et tg(x) ~ x mais sin(x) — tg(z) n’est
pas équivalent a 0?7
Théoréme : Si au voisinage de a, f ~ g et si u(x) — a et si 'ensemble

T—x0

image de u est inclus dans les ensembles de définitions de f et de g, alors au
voisinage de g, f(u(z)) ~ g(u(x)).
Exemple :

1) Au voisinage de 0, on a : e —lr~zr=e” -1~

T

2) Au voisinage de 0, on a log(1 + ) ~x = log(1 + %) ~ &
Le théoreme suivant (& admettre) est essentiel pour 'utilisation des limites.
Théoréme Fondamental ?8: Si dans un produit ou quotient de fonctions,
dont on cherche s’il a une limite et ce que vaut cette limite quand la variable
tend vers a, on remplace un des facteurs de ce produit ou quotient par une
fonction équivalente au voisinage de a, on ne change pas ainsi le fait que cette

expression ait ou n’ait pas une limite, et on ne change pas non la valeur de
cette limite si elle existe.

Application au calcul des limites :
Exemples

1) Au voisinage de I'infinie, P,(x) = a,2"+a, 12" ' +...4a12+aq ~ anT".

28G. EL HAJJI et S. HAKAM SMI &SM
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En effet I;Z—Eﬁzljtag—‘l%—...jt% - DOHCJLIIOIOPZ_f’L)Zl‘
2) Au voisinage de x = 0,sin(z) ~ x.
sin(x)

En effet lirré —= = 1. Il suffit d’appliquer entre autre la régle de I'Hospital

3) Au voisinage de = = 0, tg(z) ~ x
En effet lim &) — 1,cos(x) =1 et tg(x) _ _ 1 _sin(z)
z—0 T cos(z) =«

4) Au voisinage de z = 0,1 — cos(z) ~ %-.
En effet 1 — cos(z) = 2sin*(%)

. in(Z . in(Z . in2( % 2 si 2/
Or lim®™2) = 1, donc lim (242)2 = [ ¥ () = 1 = 20 0) 1
x—0 2 x—0 2 x—0 IT z
w4+ a2+ 1

5) Calculer lim

T—00 1’3
quand xr — oo on a

:L’3+x2+1 ~ 3 au vois. de oo x3+x2—|—1 x3 .
3 3 . ———— ~ — =1 au vois. de oo
z° ~ x° au vois. de co 3 3
S e |
dou lm —— =1
T—00 ,’1:‘3

1 —
5) Calculer lim 1 = cos(z)

x—0 J,’2
au voisinage deOon a

cos(2x) = 1 — 2sin?(z)

s >
1 — cos(z) = 2sin (2) = 1 — cos(x) :2sin2(£)~2x—:m—
2 4 2
sin2(£) ~T
2 2
z? 2
1 —cos(x) ~ 5 au vois. de 0 ' __ 1 - CZS@) - 95_2 — ~ au vois. de 0
r? ~ 2% auvois. de 0 &z 2z 2
1-— 1
do lim 17 _ 1
z—0 2 2
Remarque :

1) Comment déterminer un équivalent d’une fonction f donnée dans un
voisinage de a?
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Propriété 2°: Pour une fonction f au voisinage de a, le premier terme non
nul que 'on rencontre en écrivant la Formule de Taylor est un équivalent de
f au voisinage de a.

Exemples:

D’aprés les formules de Taylor (et de Mac-Laurin) de quelque fonctions
usuelles. Toutes ces formules sont valables pour x au voisinage de 0 (pour
les obtenir au voisinage de a,il suffit de poser x = x — a), on obtient :.

1) Au voisinage de 0, €% ~ 1+x+x2—? +..+5

2) Au voisinage de 0, sin(z) ~ x — g—? + ﬁ +...+ (épﬂ)!ﬁpﬂ

.. ( )P
3) Au voisinage de 0, cos(z) ~ 1 — % S o L+ eIk %P

)

)
4) Au voisinage de 0, 1= ~ 1+ z + 2% + ... + 2"
5) Au voisinage de 0, log(1 —z) ~ z + é—? +..+ 5
)

6)Au voisinage de 0,
et pour tout @ € IR, (1+x)* ~ 1—1—0&{E—{—a(a D24 4ozl 7(1?4 (n=1) .
En particulier :
e~ l—rt 2+ (1)
\/H—x~1+ a:——+ +(2n)11i?))2!2x?_7;

Remarque : Peut -on déterminer, un équivalent de f au voisinage de a sans
utiliser la Formule de Taylor ?
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EX 1: Soit f :R — R la fonction définie par

B x%os(%) siox#0
f@)_{ 0 siox=0

f est-elle continue ? Dérivable ? De classe C! ?

EX 2: Soit f une fonction dont la courbe représentative passe par le point
(1,4/3) et admet une tangente au point d’abssice 1. On suppose que cette
tangente passe par le point (2,2v/3).

a) Déterminer f'(1).

b) On suppose que f admet une fonction réciproque f~! noté g, déterminer

alors g(v/3).

EX 3: Soit la fonction définie par: f(z) = z* — 3a’z + b ol a et b sont
des constantes réelles avec a > 0.

a) En utilisant le théoréme de Rolle et en raisonnant par I’absurde, montrer
que f s’annule au plus une fois sur 'intervalle [—a, a.

b) Déterminer les valeurs de b pour lesquelles f s’annule.

Ex 4:

a) En appliquant le théoreme des accroissements finis a la fonction f(x) =
log(x) sur l'intervalle [n,n + 1] ott n est un entier naturel vérifiant n > 0,
montrer que

1
e <log(n+1) —log(n) < -

b) On définie la suite {u,}, g+ de nombres réels en posant

1+ ! +--+ ! log(n)
Uy, = =+ + = —log(n
2 n &
Montrer que la suite {u,}, - est strictement monotone. En déduire qu’elle
est convergente et que si v = lim w,, on a 0 < < 1 (v s’appelle la con-

stante d’Euler-Mascheroni. on ignore encore si elle est rationnelle ou non).
. . o 1\
Ex 5: Soit f la fonction définie par f(z) =1+ — | pour x > 1.
x

39



1\° 1
1) Montrer que f(z)—2 = (x—1) <1 + —) log(1+c¢) —log(c) — 13 Powr
c c

un certain ¢ vérifiant 1 < ¢ < x.
2) Appliquer le théoreme des accroissements finis a la fonction log pour

1
montrer que log(1+y)—log(y) > T pour y > 0. En déduire que f(z) > 2
Y
pour tout z > 1.

|
3) On définie la suite {v,} -+ par v, = ks pour n > 1.
n nn

a) Utiliser le raisonnement par recurrence pour montrer v, <

tout n > 1
( On remarquera d’apres 2) que f(n) > 2 pour tout n > 1).

b) Etudier la monotonie de le suite {v,} - et conclure si elle est con-
vergente ou divergente.

c) Calculer la limite de cette suite en justifiant votre réponse.

on1 Pour

—~ 1
Ex 6: Soit f :R — R, t — log (log(k)) et S,, = —_
kZ; klog(k)

En appliquant le théoreme des accroissements finis a la fonction f sur I'interval
[k, k + 1], ou k est un entier strictement superieur & 1, montrer que la suite
{Sy }n>1 est divergente.

1

. ~ , k
EX7:So1tf:IR—>IR,t—>metSn:;f(ﬁ)—l.

1) Vérifier que f’ est criossante et continue sur R*.
n+1 n+1
2) Montrer que V n € N*: Q—f’(O) <GS, <
n

f'(1). (indication: On
n
appliquera le théoreme des accroissements finis.)
3) En déduire que la suite {S, },>1 converge et calculer sa limite.

Ex 8: Soit f une fonction réelle définie sur [a,b]. on dit que f est lips-
chitzienne s’il existe un réel k tel que: |f(z) — f(y)| < k| —y| ot x et y sont
des éléments quelconques de [a, b].

Soit f une fonction dérivable et lipschitzienne sur [a,b]. Montrer que f’ est
bornée sur [a, b].
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Ex 9: Soit f :R, — R I'application définie de la facon suivante:

™

xQSin(E)sin(_ —
fla) = x sin(7)

1
0 si =0 etz=—-—VnelN*
n

1
) si 2 #£0 etx#—VnelN
n

1) Déterminer I'ensemble des points x € R ot f est continue.
1

2) Montrer que f est dérivable en 0 et en tout points x # — ou n € N*.
n

3) Montrer que pour tout n € N*:

(5 + h)?sin(<75)
lim nth (—1)"r
h—0, h£0 h

1
4) En déduire que f n’est pas dérivable aux points z = — oun € N*. Oui
n

les Développements limités .
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Chapitre 3

COURBES PARAMETREES PLANES

3.1 Définitions

Soient :

-
Lty

)

1. P le plan muni du repére orthonormé (0, 7 ,

2. I un intervalle de R : I CR.

3. f et g deux fonctions numérqgiues définies dans I, que 1'on suppose assez réguliéres

(minimum continues).

— — — x
Pour tout M € P, on pose OM =z i +yj et on noteM:M(x,y):M< )
Y

Définition 3.1.1 : Une courbe paramétrique plane I' est 'ensemble des positions (z,y)
prises par un point M(x,y) , M € P, dont les coordonnées sont des fonctions d’un
paramétre t : M = (z(t),y(t)).

Si ce parameétre est le temps, il s’agit alors de la trajectoire du point. On pose :

I'={M(z,y) € P:x=ux(t) et y=y(t) ont décrit I, I CR}
Une courbe paramétrée plane est une application
I''DcP—RouD={(z(t),yt) :telCR}

La donnée de I' est équivalente a la donnée de deux fonctions réelles de variable réelle f
et g définies sur I = Dy N D, telles que pour tout ¢ € I on ait pour tout M € P,

—

4 - ;
OM(t) = f(t) i +9g(t)
On dit alors que I' est décrite par les équations :

x = f(t)
y=g(t)
tel=D;ND,

2



t € I, s'appelle le paramétre.
Par abus de notation , on pose (on note) :

Mel & dJtel:M(t) el

o Ftel - 0M@E) =fO7T +90)7F
o Ftel:0M@t) =207 +y1)7

3.2 Exemples

3.2.1 Droite

- —
Si la représentation d’une courbe I', dans un répére orthonormé (O; i, j ) est

Y

x(t) =at+a
y(t)=pt+0b
tel CR

Si de plus I = R alors I" est une droite de vecteur directeur («, 3) passant par le point
A(a,b).

Si de plus I C R alors I est la partie de la droite de vecteur directeur («, 3) passant par
le point A(a,b), correspondant aux valeurs prises par = et y quand ¢ décrit 1.

3.2.2 Cercle
Si la représentation d’une courbe I', dans un répére orthonormé (O; i, j ) est

Y

x(t) = Rcos(t)
y(t) = Rsin(t)
tel CR

Si I = [0,27], alors T est le cercle de centre O et de rayon R.i.e.R? = R%cos®t+ R?sin®t.
Si I C R alors I' est la partie du cercle de centre O et de rayon R. correspondant aux
valeurs prises par x et y quand t décrit .

Ainsi si [ = [0,7], t décrit [0, 7] alors x décrit [—R,+R)] et y décrit [0, R] i.e. I est le
demi cercle "positif" de centre O et de rayon R.

Exemple 3.2.1 Dessiner les points M(0) et M (2) de la courbe paramétrée :

2,1
x(t) =t +
y(t) =t + z

te]—oo,—1[U] —1,1[U]1, +00]



T t(0]=(1.-1]
M[21=(13/3.743)
?'JE_ ———————— —p
[
] [
1 1 T T | T
i1 13/3 b
14+ - =
k(0]
Fia. 3.1 -

3.3 Invariances

3.3.1 Périodicité

Définition 3.3.1 On dit que la courbe ' est périodique de période T si et seulement si :

Pyvtel, t+Tett—Tel.
i)V tel, M(t+T)= M(t).

Si OM(t) = f(t)i + g(t) j, alors I' est périodique de période T | si et seulement si
f et g sont périodiques et de période T'.

Exemple 3.3.1 Si M, = M,(z,,v,), le cercle C(M,, R) peut étre paramétré de la fagon

suivante :
z(t) = R cos(t) + z,

y(t) = R sin(t) +y,
teR
Les fonctions sinus et cosinus étant périodiques de période 27, il en est de méme de la

courbe .



Dans la pratique, si I' est périodique de période T, I'étude de la courbe I' se fait dans un
intervalle de longueur 7', par exemple [t,,t, + T| N I pour n’importe quel point ¢, de I.

Exemple 3.3.2 :

t 1
i) x(t):t—ﬂE(—+§),y(t):tgt,tEIR\g+Z7r
s

ii)  x(t) = cost?, y(t) =sint?, t €R

3.3.2 Invariance par translation

La courbe I' sera invariante par la translation  si et seulement si S(I') = I'. Soit M
un paramétrage de I' et soit o le vecteur de la translation .
La condition J(I') = I' s’exprime de la fagon suivante :
VM el ,S(M)eTl et VM el',IM, €' : (M) = M <~
> — N
Vitel, Vtyel: M)M(ty) =v et Ito € I M(ta)M(t) = v

3.3.3 Symétries

3.3.3.1 Symétrie centrale

Soit S la symétrie par rapport a un point A(a,b); I' est invariante par la symétrie S
si et seulement si S(I') =1T".
On a S? = Idp. Il suffit alors de vérifier que S(T') C T . Soit (a,b) les coordonnées du
centre de la symétrie S.la condition S(I') C I' s’écrit :

Vtel, 3t €1 f(t1) =2a— f(t) et g(t1) = 2b— g(¢)
Remarque : Si f et g sont impaires, alors [' est symétrique par rapport a l'origine.

Exemple 3.3.3 Trouver le centre de symétrie de la courbe I' d’équations :

x(t) =3 — 32 + 2t
y(t) = 2t3 — 6t* + 13t + 11
teR

3.3.3.2 Symétrie par rapport 4 une droite paralléle a I’un des axes :
e [ est symétrique par rapport a la droite d’equation x = a si et seulement si :
Vtel, 3ty €1 1 f(t1) =2a— f(t) et g(t1) = g(t)

Exemple 3.3.4 : Symétrie par rapport a l'aze OY (a=0)

f(t) =sint B | B )
{ g(t) = cos2t viel, 3ty =—tel: f(tn)=—f) et g(tr) = g(t)



Car la fonction sin est impaire et la fonction cos est paire. I.’étude de cette courbe se fera
sur le domaine [0, 7] car elle est périodique de période T' = 27 est symétrique par rapport
a I'axe OX.

o [' est symétrique par rapport a la droite d’equation y = b si et seulement si

Viel, 3t €1 : f(t) = f(t) et g(t1) = 2b— g(t)

Exemple 3.3.5 : Symétrie par rapport a l'aze OX (b=0)

f(zf)zt—l—1
[ Viel 3t = % €1: f(t) = f(t) et g(tr) = —g(t)
g(t) = 3

[’étude de cette courbe se fera sur le domaine [—1, 0[U]0, 1] car son domaine de définition

1
est R* et pour ¢t € [—1, 0[U]0, 1] on a 7€ [—o0, —1] U1, +ool.

3.3.4 Translation

Si il existe T tel que
ft+nT)=f(t)+nT
g(t +nT)=g(t)+nT
teletnel

Exemple 3.3.6 :

=27

{ F(t) =t + cost
. T
g(t) =t +sint

3.4 Branches infinies

On peut avoir des branches infinies quand ¢ — 400, t — —00 , t — t; et
t — t}. L’étude est la méme.

a) Cas général :

Définition : On dit que la courbe paramétrée M admet une branche infinie pour

t—t, si
lim ‘ O—M(t)H — o0, avec HO—M(t)H = /212 OMWt) =27 +y7
t—sty
Proposition :

Pour que la courbe M présente une branche infinie pour ¢ — ¢ il faut et il suffit
que :
lim [f(t)] 4 |g(t)| = +o0

t—ty

Preuve : I
[0M @) = 15OF +lsdl < (1£@)+ la(e))?



c.a.d
|03 | < 1r@1+ 190
D’autre part on a :

FO1 < IFOF + [g(0)

et

90 < IFOF +19)
— —
0]+ 9] < 2 |[OM o)
d’ou I’équivalence .

Remarque :
L’existence d’une branche infinie pour la courbe M n’impliquent pas nécessaire-

ment existence des limites

lim [f(t)] et lim |g(t)].

t—ty t—ty

Contre-exemple : Etudier en +o00 la courbe suivante :
f(t) =t cos(t) et g(t) =t sin(t)

Définition : On dit que la branche infinie admet la direction asymptotique 1, si :

lim TOT/[@ = U,
1ty [|OM@)]

Conséquences de la définition ci-dessus :
i) Si le vecteur u, existe alors ||ug|| = 1.
ii) En posant 6(t) = (i ,OM(t)) , la condition ci-dessus s’écrit :

limt_%_ 0(t) = 0y , avec Oy = (i ,ug)

iii) Si on pose a(t) = tanf(t) = % , la condition s’écrit :
lim, .- a(t) = ap , avec ap = tan bp.
0

Définition

Soit M une courbe paramétrée admettant une branche infinie pour ¢ — ¢,.On dit
que la droite A est une asymptote de la courbe si et seulement si la distance de M(t) a
A tend vers 0 quand t — ¢

Recherche des asymptotes

La recherche des asymptotes se fera en procédant de la facon suivante :
(i) Déterminer les valeurs de t pour lesquelles il y a branche infinie.
(ii) Trois cas sont possibles :
er M J— 3 —
1¢"cas : hmt_)ta f(t) =z et hmt_)tg g(t) = 0.

La droite verticale d’équation x = xy est une asymptote.



2fmecas limtﬁto, f(t) =00 et limtﬂta g(t) = vo.
La droite horizontale d’équation y = yo est une asymptote.
3mecas lim,_ f(t) =00 et lim, g(t) = oo.

Dans ce cas on poursuit I’é¢tude de la fagon suivante :

9(t)
t—ty f(t) -
-On calcule la limite suivante ( si elle existe ) Gy = lim, - g(t) — aof(t); dés lors

0

-On calcule la limite suivante ( si elle existe ) ag = limt_nfo, a(t) = lim

la droite d’équation y = apx + [y est une asymptote.
- Sig(t) — aof(t) — Bo > 0 au voisinage de ¢, ,la courbe est au-dessus de
I’asymptote.
- Si g(t) — apf(t) — Bo < 0 au voisinage de t; , la courbe est en dessous de
I’asymptote.
- Si g existe et si fy = 0o , on dit que la courbe admet une branche parabolique
de direction asymptotique y = aqpx.
b) Cas ou les fonctions [ et g admettent des développements limités.
Supposons que les fonctions f et g admettent les développements limités suivants
au voisinage de tg:
ft) =2 +b+et) , gt) =2+ +£(t), avec lim,_ - e(t) = lim,_ - g'(t) =0.

Alors laf ci(;foite d’équations parartné%riques :
r=a\+b
y=a\+0
A€ IR

est une asymptote.
Remarque :
Si ¢ et 1 sont des fonctions telles que :

lim,_ ~[f(t) — @(t)] = lim,_ _[g(t) — ¢ (t)] =

On dit que la courbe M (t) = (f(t), g(t)) admet pour asymptote le support de la courbe
paramétrée t — (p(t),¥(t)).

Exemples :

(i) Soit la courbe définie par :

p(t)=t—1, yt) =45 - %
La courbe n’admet pas de droite comme asymptote puisque 'on a :

: (t) _
hmt-wg % = +00.

(ii) Considérons la courbe définie par :

3 2
On a alors :
lim, % =1 etlim, y(t)—=z(t)=1.

La droite d’équation y = = + 1 est une asymptote pour ¢ tendant vers

T oo .Pour
déterminer la position de la courbe par rapport & ’'asymptote , effectuons le développement
limité des fonctions z(t) et y(t) en © oco:

a(t)=t+1+e() ,yt)=t+1+1+e(%)

d’ou :



y(t) =x(t) + 1+ 1 +e(35)

Par conséquent la courbe est au-dessus de 'asymptote pour ¢ tendant vers +oo , et
en dessous de I'asymptote pour ¢ tendant vers —oo .

5) Etude locale :

a) Points réguliers, stationnaires et biréguliers :

Définition : Un point ¢, de D tel que f et g soient dérivables en ¢, avec f/(t,) # 0
ou g/(t) # 0 est dit régulier . Si f/(t,) = g/(t,) = 0, le point est dit stationnaire.

On écrit aussi :

Mi(t,) = (f1(to), g/(to))

—

M(t,) est régulier si M (t,)
% H

M(t,) est stationnaire si M'(t,) = 0

H
0

Définition : Un point ¢, de D tel que f et g admettent des dérivées secondes en t,

est dit birégulier si M/(t,) et M”(t,) sont linéairement indépendants.

t, est birégulier si et seulement si :

f/(to)g,7 (to) - f” (to)g/(to) 7é 0

b) Méthode des développements limités
Soit t,, nous supposons f et g indéfiniment dérivables en t,. Notons :
3 — = e — —
M(t) = f(t) 1 +g(t)j, M™(t) = f(t) 0 +9"(t)J
Au voisinage de t, , nous avons la formule de Taylor :

—

M(t) = M(t,) + hM/(t,) + ... + %M”(to) + h"e(t)

—

oue(t) = 61(t)7+52(t)7 avec €1(t) — 0 et e9(t) — O quand t — tget h =t—t,

Définition : On appelle premier invariant de la courbe paramétrée M en t, le plus
petit entier strictement positif p tel que M®)(t,) # 0 (si il existe). De la définition de

p:

p— —

M(t,)M(t, + h) = %M@) (to) + hPe(t)

- —

MW(t,) # 0 et lim &(t) = 0



—

_
On voit que M(t,)M(t, + h) est colinéaire au vecteur M,(t,) + ple(t) qui tend vers
—

M, (t,) quand ¢ tend vers ty. La tangente a la courbe I" en M (¢,) a la direction, du vecteur
—

p(to)

Reégle pratique : On calcule les dérivées successives de f et g en t,, et on détermine

p tel que :

fi(to)) = gi(t,) = .= [P D(to) = g®V(t,) = 0
et ((f®(t,) # 0 0u gP(t,) #0)

La tangente a pour équations :

T =z, + NfOt,)
Y=1Yo+ )\g(p) (to)
AEeR

L’équation cartésienne de la tangente s’écrit :
9P (to)(x — o) — fP(to)(y — o) = 0

Définition : On appelle second invariant de la courbe M en t, le plus petit entier

q, (¢ > p) tel que les vecteurs M®)(t,) et M@ (t,) soient linéairement indépendants.

M®(t,) et M@(t,) sont linéairement indépendants si et seulement si

det (M ®)(t,), M@ (to)> 40

Remarque : Si ¢, est birégulier alors p =1 et ¢ = 2.
Considérons le repére {M(to), M®)(t,), M@ (to)}, ol p et q désignent respectivement
le premier et le second invariant du point M(¢y).Soit M un point du plan , (a, ) ses

coordonnées dans le nouveau repére, nous avons alors :

M(t, )M = aM®(t,) + M D(t,)

Mel si et seulement si a>0et (>0
Mell si et seulement si a<0et >0
Melll si et seulement si a>0et <0
MelV si et seulement si a<0et <0
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En appliquant la formule de Taylor , nous obtenons :

14— (t—¢,)1
M@ (¢,) + %%j
q:

- _ P———— _
M(t,)M(t) = MM@ )+ ..+ ¢ ,to)
P! !
En utilisant la définition de ¢, nous obtenons :
—  (t—t,)P —  (t—1t,)?
M(t,)M(t) = % (14 el(t)M®P(t,) + %(1 + e5(t))MD(t,)

ol thi%ogl(t) = thir%@@(t) = 0.
(t —t,)P

p!
(14 &5(t)) est du signe de (t —t,)%.

Donc pour ¢ voisin de ¢, , (1 4 &1(t)) est du signe de (t — t,)?; de méme
(t —t,)?

q!
Le point M (t) pour t voisin de ¢, et ¢ >, est donc dans la r égion [

Nature du point M

ler cas : p impair et ¢ pair
Si t est voisin de t, et t < t,, alors M(t) € II car « <0 et [ > 0. Un tel point
est dit ordinaire

Foint ordinaire.

11



2éme cas : p impair et g pair
Sit est voisin de ¢, et t <t,alors M(t) € IV cara <0et > 0. Un tel point
est dit point d’inflexion. 3éme cas : p pair et ¢ impair

Point d'inflexion.

Sit est voisin de ¢, et t <t, alors M(t) € II] car > 0et [ <O.
Le point ¢, est dit point de rebroussement de premiére espéce.

Rebroussement de 1&re espéce,

12



4éme cas : p pair et ¢ pair
Sit est voisin de t, et t < t, alors M(t) € I cara>0et 3 >0 .Un tel
point est dit point de rebroussement de seconde espéce. Régle pratique : Une fois

Rebroussement de 2&me espéce,

p déterminé, on calcule f®+1(¢,) et g+ (t,) puis

FP(ta)g "V (ts) — 7D (t) g (2)

Si ce nombre est non nul, alors ¢ = p + 1, sinon on continue jusqu’a trouver q tel que :

f(p) (to)g?(to) — f(q) (tO)g(p) (to) #0

c) Pente de la tagente.
La pente de la tangente & I' en un point M(¢,) , ou le premier invariant p existe,

est donnée par le rapport suivant :

B g(p)(to)
" ()

m(tO)

avec la convention que m(t,) = oo si f®)(¢,) = 0.

d) Points multiples.
Un point A est dit multiple ot double de la courbe paramétrée M si il existe t;
et ty distincts tels que : M (t;) = M(ty) = A.

13



Exemple :

a)
(t+2)?
z(t) = (tt +21)2
y(t) = ——

i) D=]-00,—1[U] —1,1[U] 1,+00]

i) (z(=t),y(=t) = (—y(t), —x(t)) = = (y(t), z(?))
la courbe est symétrique par rapport a la seconde diagonale y = —x.
Etude sur [0,1[U] 1,+4o00] .

iii) Etude aux bornes

(2(0),y(0) = (4, —4)
t— 1,t=1+c¢

x(t) = g + ze + o(e)

1
y(t):—2+€+g

t— 1"
9-
x(t) — > et y(t) — —o0
+

t— 1" z(t) — < et y(t) — +oo

asymptote, x :g

t — 400

x(t):t+3+l+l+0(l)
t 2 2

y(t):t+3+l+l+0(l)
t 2 12

L’asymptote est : x=t+3,y=1t—3
ou y=x—06
y(t) — (x — 6) > 0 la courbe est au-dessus de 1'asymptote.

(iv) Tableau des variations :
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t| 0 1 2 +00
0 + + +
y| 0 - | - 0+
x| 4 9/2 /' 16/3 o 0
yl—4 N —o TN 0 Tt

v) Point remarquable

Au voisinage de t =0, on a :

OM(t)= (47 —47) +

p = 2 pair, ¢ = 3 impair

M (0) est un point de rebroussement de premiére espéce, la tangente étant la seconde

-
L

W2+ (= — )+ 0(%)

diagonale.
8-
¥
N s B R s Bt s B ) et s e B 2 0
E 4 4 4
i i
_4- .

15




	DL
	courbes

