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Série 2, Analyse 3 (SMIA)

Exercice 1. On considère la fonction f définie par

f(x) = x2 + (2x+ 1) lnx, x > 0.

Écrire les différentes formules de Taylor pour f au voisinage de 1 à l’ordre 1.

Exercice 2. En écrivant la formule de Taylor avec reste intégral au voisinage de 0 à l’ordre n

pour la fonction sinus, déduire que la suite suivante

Un =
n∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)!
, n ∈ N,

est convergente.

Exercice 3. Écrire la formule de Taylor-Lagrange à l’ordre 2 pour la fonction

f(x) =
1√
x
, x ∈ [4, 5],

et déduire que 7/16 est une valeur approchée de 1/
√
5 à 3/256 près.

Exercice 4 (Exam. 2017). En appliquant la formule de Taylor-Lagrange et sachant que
√
e < 2,

calculer une valeur approchée de
√
e à 10−4 près.

Exercice 5 (Exam. 2020). Soit f(x) = ln(1 + x).

(1) Montrer que pour tout n ≥ 1 on a

f (n)(x) =
(−1)(n−1)(n− 1)

(1 + x)n
.

(2) En appliquant la formule de Taylor-Lagrange à f , montrer que pour tout t > 0 nous avons

t− t2

2
< ln (1 + t) < t− t2

2
+
t3

3
.

(3) Soit

un = 1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+ ...+

(−1)n−1

n
.

(a) Montrer que

|un − log 2| ≤ 1

n+ 1
.

(b) En déduire que la suite (un)n converge vers log 2.

Exercice 6. On considère une fonction réelle f ∈ C2(R) et vérifiant f ′′(0) 6= 0.



(a) Montrer que pour tout x ∈ R \ {0}, il existe θ ∈]0, 1[, telle que

f(x) = f(0) + xf ′(θx).

(b) Montrer que ce θ est unique sur un voisinage de 0.

(c) Calculer la limite de θ lorsque x tend vers 0.

Exercice 7. Pour x > −1, x 6= 0, montrer que

(a) (1 + x)α > 1 + αx si α > 1 ou α < 0,

(b) (1 + x)α < 1 + αx si 0 < α < 1.

Exercice 8. Pour x > 0, établir les inégalités suivantes :

(a) ex >
∑n

k=0
xk

k!
,

(b) x− x2

2
+ x3

3
− x4

4
< ln (1 + x) < x− x2

2
+ x3

3
,

(c) 1 + x
2
− x2

8
<
√
1 + x < 1 + x

2
− x2

8
+ x3

16
.

Exercice 9. Montrer que l’approximation

√
1 + x � 1 +

1

2
x− 1

8
x2

donne
√
1 + x avec une erreur inférieure à 1

2
|x|3 si |x| < 1

2
.

Exercice 10 (Rattra. 2020). Soit α ∈ R, et soit f(x) = sin(x sin(α))ex cos(α).

(1) Montrer que pour tout n ≥ 0 on a

f (n)(x) = sin(nα + x sin(α))ex cos(α).

(2) En appliquant la formule de Taylor-Lagrange à f , montrer qu’il existe une constante c > 0

telle que

sin(sin(α))ecos(α) =
n∑
k=0

sin (kα)

k!
+

sin((n+ 1)α + c× sin(α))ec cos(α)

(n+ 1)!
,

où n ∈ N.
(3) Soit

un =
n∑
k=0

sin (k)

k!
, (n ∈ N).

(a) Montrer qu’il existe une constante M > 0 telle que

|un − sin(sin(1))ecos(1)| ≤ M

(n+ 1)!
, (pour tout n ∈ N) .

(b) En déduire que la suite (un)n converge vers sin(sin(1))ecos(1).


