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Exercice 1. Calculer les développements limités suivants au voisinage 0 a 'ordre n des fonctions
suivantes.

(1) e*sinx a lordre n = 4.

(2) < a l’ordre 3.

Cos T

(3) sinzcosz a l'ordre n = 5.

Correction. (1) Les développements limités de deux fonctions exp(z) et sin(x) sont donnés par
2 3 4 3
e’ = 1+x+%+%+;—4+0(az4), et sin(z) :m—%—i-o(x?’).
Donc
3 2 3 4
sin(z) x e = <x— % —1—0(355)) <1—|—x+362+ % —I—% —1—0(354))
3 4 3 4
= <$+$2+x2+x6> - <:U6+:2) + o(z?)
1 1 1
= z+2°+ <2_6> z® + (6 - 6) z* + o(z?)
1
= 422+ §$3 + o(z?)
(2) Puisque le DL de cos(z) = 1 — 322 + o(z?), on trouve
1 1
cos(x)  1—ia2+4o(x3)
_ b e 3
= 1=, ot u=ge + o(z”)

= 14u+o(x®) (car u® = o(z?))

1
= 1+ 2%+ o(z?).

2
En multipliant ce résultat par le DL de e®* =1+ 2 + %xQ + %x3 + o(x3) on obtient
* 1 2
€ —erx =1+az+22+ S2® +o(2?).
cos(z) cos(x) 3

On peut aussi obtenir le résultat en effectuant la division selon les puissances croissantes de e*

par cos z.
(3) On a
2 4 3 5

cos(z) x sin(z) = <1 - % +ort 0(964)) X <x - % + 133720 + 0(955))

x3+x5 n x3+x5 +x5+(5)
= |2——+ — -+ = — +o(x
6 120 2 12 24



Exercice 2. Calculer les développements limités au voisinage de 0 a l'ordre n des fonctions suivantes.

(1) (cosz)¥™% g l’ordre 5.
(2) (1+sinx)® a lordre 6.

(3) exp (22 arcsinz) @ lordre 4.

Correction. (1) On a
(cos(z))*™®) = exp (sin(z) In(cos(z))) .
Comme cos(z) =1 — % + % + o(z”), on pose u = —%2 + % +o(z). On a
In(cos(z)) = In(1l+u)
w?  uwd wt WP 5
A T i A S G
Oru= —% + % + o(x%), u? = % + o(x%) et les u3, u*, u® sont des o(z”). Donc

In(cos(z)) = <_$2 + 24 + 0(x5)) - M + o(2”)

2 24 2
2 4
T T 5
= T3 g o)
3 5

Nous avons sin(z) =z — % + &5 + o(z”). On en déduit

3 1 3
sin(x) x In(cos(x)) = —% + <12 - 254> 2° 4+ o(2”) = T ix5 + o(z%).

On pose v = _§ — %xg’ + o(z?). Puisque v? = o(z”), on a

e’ =14v+ o(z?).
Par conséquent
(cos(z))™®) = exp (sin(z) In(cos(z)))
= exp(v)
= 1+v+o(z”)

(2) On écrit
(1 +sin(z))” = exp (zIn(1 + sin(x))) .

On commence par développer In(1 + sin(x)) a 'ordre 4. Pour u = sin(x), on a

1 1 1 1
(1) In(1+u)=u-— §u2 + gu?’ - Zu4 + gu5 + o(u®).
Or,
u = sin(z) =z — le + i$5 + o(x°)
6 120
1
w o= 2? - §1‘4 + o(x%)
1
wr o= 13— 51‘5 + o(z°)
b= 2t 4 o(a”)
v = 2°+o(zP).
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y = 2°— 2% + g% Eaz5 + ﬂxﬁ + o(z%)
7
v o= ot -0+ ﬁxﬁ + o(2%)
y* = 2%+ o(2%),

Donc il suffit de développer exp(y) & lordre 3. On obtient ainsi

(1+sin(z))” = exp(y)
y? 1
= 1+y+5+6y3+0(y3)
1 2 7 1
= 1422 — —2®+ Sat — —2% + Zab + o(29).

2 3 12 2
Pour développer exp (% arcsin x) a lordre 4, il faut développer ezm—_l
Puisque arcsinz = x + 2% + o(2?), il suffit de développer =1 & I'ordre 3 (car zo(z%) = o(z?)).
Pour cela, et puisqu’on divise e* — 1 par z, il faut développer e* — 1 a 'ordre 4. On a

arcsinz a lordre 4.

1 1 1
e’ = 1+x+§x2+6x3+ﬁx4+o(x4),

Donc
r—1 1 1 1 .
¢ = 1+§x+6x2+ﬂx3+0(a:3).
Ce qui donne
r—1 1 1 1 . . 1
¢ arcsinz = (1+ 2% + 6302 + ﬂxd + o(2?)) x (z + 63:3 + o(z?))
1 1 1
= z+ 5.%'2 + §x3 — §x4 +o(z?) = u.
On a
1 1 1
u = =+ §m2 + 5333 - §x4 + o(z*)
11
w? = 2?4 ﬁafl + o(z?)
3
wt o= 2’ 53:4 + o(z?)
ut = 2t +o(z?).
On obtient finalement,
r—1 1 1 1
exp <e . arcsinaf) =e' = 1+u+ §u2 + 6“3 + ﬂu‘l + o(ut)

7
= 1+x+x2+m3+§m4+0($4).

g

Exercice 3. Donner le développement limité de tanz au voisinage de 0 a l'ordre n =5, en utilisant le
fait que la dérivée de tanx est égale a1 + tan® x.

Correction. Comme la fonction tangente est impaire, nous savons que son développement d’ordre 5
est de la forme tanx = ax + bx® + ca® + o(x®), olt a, b et ¢ sont des réels & déterminer. D’une part

tan’ z = a + 3bz? + Sext.

D’autre part

tan’z = 1+ tan?(z) = 1 + (az + ba? + ca® + 0(:U5))2 =1+ a?z? + 2abz* + o(z?).



Par unicité du développement limité, on doit avoir

a = 1
3b = a°
5¢ = 2ab.

On obtient donc a =1,b=1/3, ¢ =2/15 et

1 2
tanz =z + §£L'3 + 1—5305 + o(z%).

O

Exercice 4. Calculer les développements limités au voisinage 0 et d l'ordre n des fonctions suivantes.

(1) 5= a lordre 5.

arcsin (/)
(2) z(14x)

a lordre 4.

(3) (arcsin z)

2
N
arctons U lordre 5.

Correction. (1) Puisque sinz = = — %3 + % + o(2%), on a
X B 1 B 1
A - 2 1 —
sin(x) —o g A o(et) 1-u

avec u = % - %40 + o(z*). 11 suffit donc de développer 12— a l'ordre 2, ( puisque u® = o(z4)).

Ce qui donne

z 2 5 L o 74 5
=— =1 =14 - — .
sn@) 1w +u+ u + o(x?) + 57 T 307 + o(z”)
¢ . arcsin (/)
(2) On peut écrire === sous la forme

Vr(l+z)
arcsin /x
Vv

Un développement & Dordre 8 de la fonction g(y) = ZSBY ay voisinage de 0, donnera un

(1+az)*%

y
développement a l'ordre 4 au voisinage de 0 par valeurs supérieures de la fonction % On
a

arcsiny 145 3 4 5 ¢ 35 3 8
pu— 1 — — — [ .
Y TSV Ty Y Ty o)
Pour = > 0, on obtient
arcsin \/z 1 3 5.5 45 3 4
e .
NG TPt Tt timt o)
D’autre part :
1 1 3 5 35
1 -5 —1_- 9 2 9 3, 99 4 4y
(1+x)>2 57+ 37— 5% T 1287 + o(z*)
En effectuant le produit des deux polynémes jusqu’a I’ordre 4, nous obtenons le DL pour suivant,
x>0,
arcsin (v/x) o lx ExQ B 1—7x3 649 2+ o(zh).
z(1+x) 3 30 70 2520
(3) Posons pour tout & non nul
arcsin arctan x
¢(z) = Y(r) = ———),
x x

d’ou

arcsin z)? x)?
(resina)® _ 0@ _

arctan ()



Déterminons le DL de f d’ordre 5 au voisinage de 0; pour cela il suffit de déterminer le D L4(0)

de %Eﬁﬂc); . Et donc de déterminer le DL4(0) des fonctions ¢ et 1. On a

1 3
o(x) =1+ 6;1:2 + 4—0564 + o(z%).

D’ou
1 3 1 1 8
p(z)’ =1+ 2(6~T2 + ZO$4) + %ZLA +o(z") =1+ §x2 + Ew‘* + o(z?).
D’autre part

Y(x)=1-— é$2 + %x4 + o(z*) + o(z?).

D’ou

(@)t =1+ <x2 - 1x4> T %xQ - %# o).

Effectuons le produit, on obtient

(arcsinz)?

arctan x 3 45

Exercice 5. Calculer le développement limité a l'ordre 3 au voisinage 0 de

f(x) = arctan <m f_ 2>,

de trois fagons,

(1) par la formule de Taylor-Young,
(2) par composition de développements limités,

(3) en commengant par calculer le développement limité de f'.

Correction. (1) Pour utiliser la formule de Taylor-Young on doit d’abord calculer les dérivées de
f jusqu’a 'ordre 3 en 0. On a

f(z) = arctan (xi2> F(0)=0

, _ 1 2 _ 1 , _ 1
) = (=) @a2? P r2ut2 Fo=5
+(s%)
" T + ]_ ”" 1
) = 22— 0)=—=
@) (:v2+2:v—|—2)2 70 2
" 31‘2 + 6x + 2 " 1
r) = 2——mM 0)=-
I (@) ($2—|—2x+3)3 70 2
d’ou le développement limité est donné comme suit
" 0 1" 0 2 3
1) = £ + 7O+ L2 L0 4 o) = T4 8 o0,

2 6 2 4 12
(2) Le développement limité de la fonction arctan au voisinage de 0 d’ordre 3 est donné par :

arctan(u) = u — 3 + o(u?).
Onposeu:%”:%ﬁ. On a
2 2 3
u:g(l—g—i-f—i-o(a,z)):g—%+f+0(a:3)



Ce qui donne

arctan(u) = wu— % + o(u?)
r 2?2 23 3
== 5 - Z + E + O(l’ )

na f'(r) = —=5— et le développement limité de f’ au point 0 a 'ordre 2 peut étre calculé
3) O ! x+%m+2 t le développ t limité de f’ au point 0 & 'ordre 2 peut ét lculé
par la division selon les puissances croissantes. On obtient

1 2 + 2z 4 2
—1—a— 122+ o(2?) |3 —Lz+1a?
—x — 3a? + o(a?
x4 22 + o(2?)
32% + o(z?)
Sa? + o(z?)

o(z?)
ainsi
- * / _ * 1_1 42 3
fa) = so+ [ rwa= [ <2 2t+4t>dt+o(:n)
r x2 28 3
= §—Z+E+O($)

Exercice 6. On suppose qu’il existe une fonction, f, de classe C? au voisinage de 0 telle que
o(f(z) —2)+ @711 =0,
Determiner le développement limité de f a l'ordre 2 au point 0.

Correction. On désigne par (F) I'hypothese vérifiée par f, pour z = 0, on obtient

(2) SO =1 qou f0)=1
Effectuant une dérivation par rapport a x sur (E), on trouve
(f(@) =2) +af'(z) + f'(z)e! 7" = 0.
Il résulte pour « = 0 que
(£(0) = 2) + f(0)e! O~ =0,
en vertu de (2), f'(0) =2 — f(0) = 1.

Effectuons, encore une fois, une dérivation seconde sur (E), on obtient

2f'(z) + «f" (x) + (f (z) + (f/(x))2> J@-1_ ¢

"

pour x = 0, on trouve

d’on
£ = =2f(0) = (f'(0))
= —2-1
= -3.
Le développement limité de f est donné donc par
f(x) = f(0)+ f(0)x + m$2 +o(z?) =1+ 2z — 322 + o(2?).

2



