Chapitre Ix

LE CHAMP ELECTROSTATIQUE

I - Notions générales

1. Phénomenes électrostatiques : notion de charge électrique

Les phénomenes électrostatique ont été rapportés par Thales de Milet
vers 600 av. J.- C. Il avait observé 'attraction de brindilles de paille par
de I'ambre jaune frotté. Le mot électricité, qui désigne ’ensemble de ces
manifestations, provient de ’elektron’, qui signifie ambre en grec.

Au XIX®™¢ siecle, s'est élaborée la théorie unifiée des phénomenes
électriques et magnétiques, appelée électromagnétisme. Des expériences si-
mples d’électrisation par frottement ou contact, d’attraction et de répulsion
de corps chargés on déduit :

® Deux corps portant une électricité de méme nature (soit positive, soit
négative) se repoussent, tandis qu’ils s’attirent s’ils portent des électri-
cités de natures opposées.

©® Cette électricité est capable, non seulement d’agir a distance (répulsion
ou attraction), mais également de se déplacer d’un corps a un autre.

® Aux erreurs de l’expérience pres et a la limite de précision des balances
actuelles [’électrisation ne modifie pas le poids des corps qui les portent.
Cependant, le fait qu’il soit nécessaire qu’il y ait un contact entre deux
matériaur pour que l’électricité puisse passer de l'un a ['autre, semble
indiquer que cette électricité est portée par de la matiere.

On explique '’ensemble des effets d’électricité statique par ’existence,
au sein de la matiere, de particules portant une charge électrique ¢, positive
ou négative, et libres de se déplacer.

En 1909, C. A. Millikan a établi que toute charge électrique () est
quantifice. C’est a dire qu’elle existe seulement sous forme de multiples

* (Ces notes sont en fait, de larges extraits du cours de M. Jonathan Feirrera (Univer-
sité Joseph Fourier Grenoble , France. (http://www-laog.obs.ujf-grenoble.fr/ ferreira-

/teaching.html=sma)
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d’une charge élémentaire e, indivisible :
vVQ, dNeZ : Q= Ne.

La particule portant cette charge élémentaire est appelée électron. Dans le
systeme d’unités international, 'unité de la charge électrique est le Coulomb
(symbole C). Les phénomenes d’électricité statique mettent en jeu des cha-
rges de ’ordre des nanocoulombs (nC) voire des microcoulombs (1 C), tandis
que 'on peut rencontrer des charges de l'ordre du Coulomb en électro-
cinétique.

L’ensemble des expériences de la physique ne peuvent s’expliquer que
si la charge électrique élémentaire est un invariant : on ne peut ni la détruire
ni ’engendrer, et ceci est valable quel que soit le référentiel. C’est ce que
I’on décrit par la notion d’invariance relativiste de la charge électrique.

La charge d’un systeme est une grandeur extensive, c’est a dire qu’elle
est la somme algébrique de toutes les charges constituant le systeme.

La charge est une grandeur conservative. Dans un systeme isolé, il ne
peut pas y avoir de création ou de destruction de charges. L’apparition de
charges dans ce systeme ne peut étre due qu’a ’extérieur. Une autre fagcon
de dire la méme chose est que la charge totale contenue dans I’Univers est
constante.

2. Structure de la matiere

La matiere est constituée d’atomes. Ceux-ci sont eux-mémes constitués
d’un noyau (découvert en 1911 par Rutherford) autour duquel gravite une
sorte de nuage composé d’électrons et portant I'essentiel de la masse. Ces
électrons se repoussent les uns les autres mais restent confinés autour du
noyau car celui-ci possede une charge électrique positive qui les attire. On
attribue cette charge positive a des particules appelées protons. Cependant,
le noyau atomique ne pourrait rester stable s’il n’était composé que de
protons : ceux-ci ont en effet tendance a se repousser mutuellement. Il existe
donc une autre sorte de particules, les neutrons (découverts en 1932 par
Chadwick) portant une charge électrique nulle.

Tout processus d’électrisation doit étre compris comme le transfert
d’un certain nombre de ces charges élémentaires. Lorsqu’on arrache un ou
plusieurs électrons a cet atome neutre, il devient un ion chargé positive-
ment ; a l’inverse, si on ajoute un ou plusieurs électrons a cet atome, on crée
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un ion chargé négativement. Plus généralement, a 1’échelle macroscopique,
un corps déficitaire en électrons sera considéré comme chargé positivement
tandis qu’un corps excédentaire en électrons sera considéré comme chargé
négativement.

Valeurs des charges électriques et des masses des constituants atom-
iques dans le Systeme International :

FElectron Proton Neutron
e = —€ Qp:+e Qn:OC
ge = —1.602 x 10~12C gp = +1.602 X 10~19C

Une charge de I'ordre du Coulomb, correspondant & ~ 10'® électrons,
produit un accroissement de masse de I'ordre de 10712kg : c’est effective-
ment imperceptible.

3. Matériaux isolants et matériaux conducteurs

Aux températures usuelles, la matiere est électriquement neutre : toutes
les charges électriques sont compensées (méme nombre d’électrons et de
protons).

En conséquence, lorsque des effets d’électricité statique se produisent,
cela signifie qu’il y a eu un déplacement de charges, d’un matériau vers un
autre : c’est ce que 'on appelle 1’électrisation d’un corps.

Un matériau est dit conducteur parfait si, lorsqu’il devient électrisé,
les porteurs de charge non compensés peuvent se déplacer librement dans
tout le volume occupé par le matériau.

Un matériau est dit isolant parfait ou diélectrique parfait si les
porteurs de charge non compensés ne peuvent pas se déplacer librement et
restent localisés a ’endroit ou ils ont été déposés.

Un matériau quelconque se situe évidemment entre ces deux états ext
rémes.

IT - Force et champ électrostatiques

1. La force de Coulomb Charles Auguste de Coulomb (1736-1806)
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Coulomb a effectué, a 'aide d’une balance de torsion, une série de
mesures qui lui ont permis de déterminer avec un certain degré de précision
les propriétés de la force électrostatique exercée par une charge ponctuelle
g1 sur une autre charge ponctuelle g5 :

® La force est radiale, c’est a dire dirigée selon la droite qui joint les deux
charges ;

® Elle est proportionnelle au produit des charges : attractive si elles sont
de signe opposé, répulsive sinon ;

® Elle varie comme 'inverse du carré de la distance entre les deux charges.

L’expression mathématique de la force de Coulomb traduisant les pro-
priétés ci-dessus est :

= I qiq2 . 1 9
Fio = —_— =9. x 107 SI 1
27 Ureg 12 0 41eq (1)
Remarques :

+ Cette expression n’est valable que pour des charges immobiles
(approximation de I’électrostatique) et dans le vide. Cette loi
est la base méme de toute 1’électrostatique.

+ Cette force obéit au principe de I’action et de la réaction de la
mécanique classique.

+ Cette loi a exactement les mémes propriétés vectorielles que la
force de la gravitation (loi de Newton).

2. Champ électrostatique créé par une charge ponctuelle

Soit une charge ¢; située en un point O de ’espace, exercant une force
électrostatique sur une autre charge gs située en un point M. L’expression
de cette force est donnée par la loi de Coulomb. On peut la mettre sous la
forme :

Fiy 292E1(M)
I ¢,

E\(M) = 4dreg 12

L’intérét de cette séparation vient du fait que ’on distingue clairement
ce qui dépend uniquement de la particule qui subit la force (la charge ¢2),

de ce qui ne dépend que d’une source extérieure, ici le vecteur E7(M).
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Définition : Une particule de charge q située
au point O crée en tout point M de l’espace

distinct de O un champ vectoriel
- 1
E(M) =
dmeg T

E
2 U

appelé champ électrostatique
L’unité est le Volt/métre (V/m)

Champ créé par un ensemble de charges
On considere maintenant n particules, chacune portant une charges

3.
électriques ¢; est située en un point P;. Quel est le champ électrostatique

créé par cet ensemble de charges en un point M 7
Pb. Est ce que la présence du champ créé par des particules voisines modifie

celui créé par la charge en question ?
L’expérience montre que la force totale subie par une charge ¢ située
en M est simplement la superposition des forces élémentaires créées par les

charges voisines.

E(M) est le champ électrostatique créé par un ensemble discret de
charges. Cette propriété de superposition des effets électrostatiques est un
fait d’expérience et énoncée comme le principe de superposition.

Py(as)s

@

n n
47T60 ;2 \
=1 e
\ 1 ///

1=1

our, = PM : P,M = P,Mii; et il en

résulte donc que :

I q .

n
E(M) =
(M) ; Ameg 1i?
Dans la pratique, on considere des échelles spatiales tres grandes devant
Sculaire, ...). Le nombre de

Y
les distances inter-particulaires (atomique, moléculaire
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particules devient important et Il est donc impossible de distinguer une
particule de I'autre.

L’expression précédente est alors rarement utilisées. On lui préferent
des expressions déduites en supposant des distributions continues de char-
ges.

Soit P un point quelconque d’un matériau comportant des charges
électriques. Soit dg(P) la charge élémentaire contenue dans une portion de
I’espace autour de P. Le champ électrostatique total créé en un point M
par cette distribution de charges est :

B(M) = / dE(M) avec dBE(M) = —— 35

Distribution

Mathématiquement, tout se passe donc
comme une charge ponctuelle dq était située
en un point P de la distribution, créant au
point M un champ électrostatique dE(M )
avec 7 = PM et PM = PMa. Tl s’agit
évidemment d’une approximation, permet-
tant de remplacer une somme presque in-

finie par une intégrale.

On définit p = % comme étant la densité volumique de charges (uni-

tés : C/m? ). Le champ électrostatique créé par une telle distribution
est donc :

= L p
E(M) = / 47T60T—2ud11
volume

Lorsque I'une des dimensions de la distribution de charges est beaucoup
plus petite que les deux autres (ex : un plan ou une sphere creuse), on peut
généralement faire une intégration sur cette dimension. On définit alors la

densité surfacique de charges o = % (unités : C/m?), produisant un champ

total :

E(M) = / L 7 ids

Surface
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Enfin, si deux des dimensions de la distribution sont négligeables devant

la troisieme (ex : un fil), on peut définir une densité linéique de charges

A=

dg

a (unités : C/m ), associé au champ :

~ 1 A
E(M) = / 47T€07“_2udl
Longueur

L’utilisation de I'une ou 'autre de ces trois expressions dépend de la

géométrie de la distribution de charges considérée.

4.

Propriétés de symétrie du champ électrostatique

Principe de Curie : Lorsque certaines causes produisent certains
effets, les éléments de symétrie des causes doivent se retrouver dans
les effets produaits.

Du fait que le champ soit un effet créé par une distribution de charges,

il contient des informations sur les causes qui lui ont donné origine. Ainsi,
si 'on connait les propriétés de symétrie d’une distribution de charges, on
pourra connaitre celles du champ électrostatique associé. Ces propriétés
sont fondamentales car elles permettent de simplifier considérablement le
calcul du champ électrostatique.

Regles de symétrie

Invariance par translation : si S est invariant dans toute translation
parallele a un axe Oz, les effets ne dépendent pas de z.

Symétrie axiale : si S est invariant dans toute rotation 6 autour d’un
axe Oz, alors ses effets exprimés en coordonnées cylindriques (p, 0, 2)
ne dépendent pas de 6.

Symétrie cylindrique : si S est invariant par translation le long de
I’axe Oz et rotation autour de ce méme axe, alors ses effets exprimés
en coordonnées cylindriques (p, 6, z) ne dépendent que de la distance a
I’axe p.

Symeétrie sphérique : si S est invariant dans toute rotation autour
d’un point fixe O, alors ses effets exprimés en coordonnées sphériques
(p, 0, z) ne dépendent que de la distance au centre r.

Plan de symétrie 11 : si S admet un plan de symétrie II, alors en tout
point de ce plan, le champ électrostatique est contenu dans ce plan.
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e Plan d’antisymétrie II' : si, par symétrie par rapport a un plan
IT', S est transformé en —S, alors en tout point de ce plan, le champ
électrostatique lui est perpendiculaire.

5. Lignes de champ

Le concept de lignes de champ (également appelées lignes de force) est
tres utile pour se faire une représentation spatiale d’un champ de vecteurs.

Définition : Une ligne de champ d’un champ Eq
de vecteur quelconque est une courbe C définie

dans ’espace telle qu’en chacun de ses points E
le vecteur y soit tangent.

M,

Considérons un déplacement élémentaire dl'le long d’une ligne de cha-
mp électro- statique C. Le fait que le champ E soit en tout point de C
parallele a dl s’écrit :

EAdl=0

En coordonnées cartésiennes, di = dzi + dyf—l— dz k et les lignes de
champ sont calculées en résolvant

En coordonnées cylindriques dl = dp i, + pdf ty + dz @, et I'équation
des lignes de champ devient

dp pdf  dz
E, Ey E,
En coordonnées sphériques, di = dr U, + rdf Uy + rsinfdp i, et on a

dr  rdf  rsinfdy

E. By E,

A titre d’exemple, ’équation des lignes du champ créé par une charge
ponctuelle placée a 'origine O. Dans le systeme des coordonnées sphériques
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adapté a cette symétrie les équations ci-dessus donnent :

in 0
P dp =0 soit ¢ = Cste
r
do
7 =0 soit 8 = Cste

Ainsi les lignes de champ produit par une charge ponctuelle placée au
point O sont des droites passant O. La figure ci-dessous représente ces lignes
pour une charge positive (figure de gauche), un dipole (figure du milieu) et
un doublet positif (figure de droite).

AN T N XYY O O R A

/ ] ,I | \\\\

2 I P |
X ¥ Foror H A | 4
H -~

En un point ou se coupent deux lignes de champ, E est soit nul soit
indéfini. En effet, en ce point, le champ doit étre tangent a deux lignes
différentes ; s’il n’est pas nul, il n’a pas de valeur définie. C’est le cas pour
une charge ponctuelle positive (respectivement négative) d’ou divergent (re-
spectivement convergent) toutes les lignes de champ (fig a) et b)).

IIT - Circulation du champ électrostatique

1. Notion de potentiel électrostatique

Considérons une quantité scalaire V(M) définie en tout point M de
I’espace. Cette quantité est également appelée champ scalaire. Une varia-
tion dV de ce champ lorsqu’on passe d’un point M & un autre point M’
infiniment proche est alors fournie par la différen- tielle totale :

dx; = gra(iV . dOM = V'V - dOM

V

°. 9
dV(M) =) o
1=1
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ou le vecteur @V = ﬁV, est le gradient du champ scalaire V et
constitue un champ de vecteurs défini partout. Ses composantes dans un
systeme de coordonnées donné sont obtenues tres simplement. Par exemple,
en coordonnées cartésiennes, on a

O—]\j:xz—kijLzlg
0 0 0

dV = %Vdm + a—dey + $de

d’ou ’expression suivante pour le gradient en coordonnées cartésiennes

- .- 0.- 0.
VV = %VZ -+ a—yV] + &Vj

En faisant de méme en coordonnées cylindriques et sphériques on trouve
respectivement

Coordonnées cylindriques :

- 0 10 0
V=—Ve,+-——=Veg+ —Ve,
v op €p+p89 €9+8z c
Coordonnées sphériques :
- o..., 10_ 1 0.
VV = EVeT + ;%Veg + rsin 6 %V&P

—
Un déplacement MM’ le long d’une courbe (ou surface) définie par

V' = Cst correspond a dV = 0, ce qui signifie que VV est un vecteur qui
est perpendiculaire en tout point a cette courbe (ou surface).

Définition : [e potentiel électrostatique V' est relié au champ électro-
statique E par

E=-VV

En fait, depuis Newton (1687) et sa loi de gravitation universelle, de
nombreux physiciens et mathématiciens s’étaient penché sur les propriétés

10
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de cette force radiale en 1/r2. En particulier Lagrange avait ainsi introduit
en 1777 une fonction scalaire appelée potentiel, plus fondamentale puisque
la force en dérive. C’est Poisson qui a introduit le potentiel électrostatique
en 1813, par analogie avec la loi de Newton.

Remarques :

® Le signe moins est une convention liée a celle adoptée pour 1’énergie
électrostatique (voir plus loin).

® La conséquence de cette définition du potentiel est dV (M) = —E-dOM
pour un déplacement infinitésimal quelconque.

® Les lignes de champ électrostatique sont perpendiculaires aux courbes
équipotentielles.

SUTEE

IR
il'y‘h!q

V=+30V V=+50V V=+70V

4

V=430V
V=+50V
V=470V

v='sov V=0V
V=-710V V=+70V

Fig. Courbes équipotentielles superposées a des lignes de champs pour une charge

ponctuelle, un dipble et un doublet positif.

Définition : la circulation du champ électrostatique le long d’une
courbe allant de A vers B est

/Bﬁ-df:—/BdV:V(A)—V(B)

A

Remarques :

11



Le Champ Electrostatique

® Cette circulation est conservative : elle ne dépend
pas du chemin suivi.

® La circulation du champ électrostatique sur une
courbe fermée (on retourne en A) est nulle. On
verra plus loin que ceci est d’une grande impor-
tance en électrocinétique.

®» D’apres la relati\on‘ci—dessus, le long d’une ligne v V, < V3
de champ, c’est a dire pour FEdl > 0 on a V(A4) >
V(B). Les lignes de champ électrostatiques vont
dans le sens des potentiels décroissants.

YYYYVYYy v

2. Potentiel créé par une charge ponctuelle

Considérons une charge ponctuelle ¢ située
en un point O. En un point M de l'espace, cette
charge crée un champ électrostatique E(M). Le
potentiel électro- statique est alors donné par :

—

q u-dr qg dr

dV (M) = —E -dOM = — = — — -
(M) dmey T2 4ATeg ﬂ/§/ !

c’est a dire, apres intégration suivant r,

Remarques :
©® La constante d’intégration est en général choisie nulle (le potentiel
s’annule a l'infini)
® L’unité du potentiel est le Volt . En unités du systeme international
(SI) le Volt vaut
V]=[EL = ML*T>I*

® Si 'on veut se former une représentation du potentiel, on peut remar-
quer qu’il mesure le degré d’électrification d’un conducteur. Il y a en
fait une analogie formelle entre d’un coté, potentiel V' et température
T d’un corps, et de 'autre, entre charge () et chaleur déposée dans ce
corps.

3. Potentiel créé par un ensemble de charges

12
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Considérons maintenant un ensemble de n charges ponctuelles g; dis-
tribuées dans tout l’espace En vertu du principe de superposition, le Champ
électrostatique total E = Sy E; est la somme vectorielle des champs E;
créés par chaque charge ¢; . On peut donc définir un potentiel électrostatique

total V(M) :

n

=2 VM

i=1

tel que :
E=-VV
soit encore vérifié. En utilisant ’expression du potentiel créé par une

charge unique, on obtient :

ou r; est la distance entre la charge ¢; et le point M.

Lorsqu’on s’intéresse a des échelles spatiales qui sont tres grandes par
rapport aux distances entre les charges ¢;, on peut faire un passage a la
limite continue et remplacer la somme discrete par une intégrale ou P est
un point courant autour duquel se trouve une charge élémentaire dgq. Le
potentiel électrostatique créé par une distribution de charges continue est
alors ou r = PM est la distance entre le point M et un point P quelconque
de la distribution de charges.

Remarques :

® Pour des distributions de charges linéique A, surfacique o et volumique
p, on obtient respectivement

1 )\dl
M) =
V(M) 4meg r Vo
1 odS
M) =
V< ) 47‘[‘60/ r +Vo
1 pdv
M) =
V(M) 47‘(‘60/ r +Vo

® Noter que 'on ne peut pas évaluer le potentiel (ni le champ d’ailleurs)
sur une particule en utilisant I’expression discréte (c’est a dire pour

13
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r; = 0). Par contre, on peut le faire avec une distribution continue :
c’est du au fait que dg/r converge lorsque r tend vers zéro.

IV - Energie potentielle électrostatique

1. Energie ¢lectrostatique d’une charge ponctuelle

Comment mesure-t-on 1’énergie potentielle gravitationnelle d’un corps
de masse m ? On le déplace d’une position initiale jusqu’a une position
finale (on exerce donc une force) puis on le lache sans vitesse initiale. S’il
acquiert une vitesse, c’est qu’il développe de 1’énergie cinétique.

Or, en vertu du principe de conservation de I’énergie, cette énergie ne
peut provenir que d’un autre réservoir énergétique, appelé énergie poten-
tielle. Comment s’est constituée cette énergie potentielle gravitationnelle 7
Grace au déplacement du corps par 'opérateur.

Ainsi, le travail effectué par celui-ci est une mesure directe de 1’énergie
potentielle. On adoptera le méme raisonnement pour ’énergie électrosta-
tique.

Définition : [’énergie potentielle électrostatique d’une particule char-
gée placée dans un champ électrostatique est égale au travail qu’il faut
fournir pour amener de facon quasi-statique cette particule de l’infini
a sa position actuelle.

Prenons une particule de charge ¢ placée dans un champ E. Pour la
déplacer de 'infini vers un point M, un opérateur doit fournir une force qui
s’oppose a la force de Coulomb. Si ce déplacement est fait suffisamment
lentement, la particule n’acquiert aucune énergie cinétique.

Cela n’est possible que si, a tout instant, F’;xt =_F= —qE. Le travail
fourni par 'opérateur sera donc :

wan = [ = / " Fy - d— / "B - d = qV(M) - V(o)

(. @] oo 0. @)

Puisqu’on peut toujours définir le potentiel nul a ’infini, on obtient
I’expression suivante pour 1’énergie électrostatique d’une charge ponctuelle
située en M :

14
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W, =qV

On voit donc que le potentiel électrostatique est une mesure (a un
facteur g pres) de ’énergie électrostatique : c’est du au fait que V est lié a
la circulation du champ.

NB : l’énergie électrostatique est indépendante du chemin suivi.
2. Energie électrostatique d’un ensemble de charges ponctuelles

Dans la section précédente, nous avons considéré une charge ¢ placée
dans un champ E extérieur et nous avons ainsi négligé le champ créé par
la charge elle-méme. Mais lorsqu’on a affaire a un ensemble de N charges
ponctuelles ¢;, chacune d’entre elles créera a ’endroit des autres charges
un champ électrostatique, et ainsi, mettre en jeu une énergie d’interaction
électrostatique. Quelle sera alors I’énergie potentielle électrostatique de cet
ensemble de charges 7

Soit la charge ponctuelle g; placée en P;. On amene alors une charge
g2 de l'infini jusqu’en P, c’est a dire que 'on fournit un travail Wy =
@ V1(Py) = ¢1Vo(P1) = W7 identique a celui qu’il aurait fallu fournir pour
amener ¢; de l'infini en P; en présence de ¢o déja située en P». Cela signifie
que ce systeme constitué de 2 charges possede une énergie électrostatique :

1 1
W, = @zwlzwzzﬁ(wmuwg)

4mey 12

ou 12 = P1 P2.
Remarques :

» Dans cette approche, nous avons considéré g, immobile alors que 1’'on
rapprochait q;. En pratique c’est la distance entre les deux charges qui
diminue clu fait de L’action de l’oEérateur gxtérieur a la fois sur ¢; et
q2 (avec Fexiy1 = —Fey /2 puisque F1/2 = —Fz/l)-

® On aurait aussi bien pu calculer le travail total fourni par ’opérateur
en évaluant le déplacement de ¢; et de g de 'infini a la distance qui
les sépare actuellement.

® Une autre fagcon de comprendre cela, c’est de réaliser que nous avons
évalué le travail fourni par 'opérateur dans le référentiel 1ié a gy (im-
mobile). Celui-ci est identique au travail évalué dans un référentiel fixe

15
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(ou g1 et g se déplacent) car le déplacement des charges s’effectue de
facon quasi-statique (aucune énergie n’a été communiquée au centre de

masse).

Si maintenant on amene une 3°™¢ charge g3 de I'infini jusqu’en P3 (¢
et qo fixes), il faut fournir un travail supplémentaire :

W3 = q3Viga(Ps)

— o (Vi(Pn) + Vel

1 <Q1 43 4243 >
- +
4dmeg \ T13 T23

correspondant a une énergie ¢électrostatique de ce systeme de 3 charges

1
W — (qm 7143 q3612>

+ +
dmeg \ 12 13 23
Ainsi, on voit qu’a chaque couple g;q; est associée une énergie poten-

tielle d’interaction. Pour un systeme de N charges on aura alors :

N N
B Vo L qiq 1 1 qigq; 1 o
We= 3 mzz RPN DI

couples i=1

ou le facteur 1/2 apparait parce que chaque couple est compté deux
fois. L’énergie électrostatique d’un ensemble de N charges ponctuelles est

donc :

|
:iiz:;%vz P;

1 ¢iq;
47‘[‘60 i Tij

est le potentiel créé en P; par toutes les autres charges.

Pour une distribution continue de charges, la généralisation de la for-
mule précédente est évidente. Soit dg la charge située autour d’un point P

16
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quelconque de la distribution. L’énergie électrostatique de cette distribution
s’écrit :
We —

/ dqV (P)

Distribution

X 1 dg(P’)
P) =
i VI(P) = / PP

Distribution

est le potentiel créé par toute la distribution. En effet ici, il n’est pas
nécessaire d’exclure explicitement la charge située en P puisque dq(P) peut
tendre vers zéro avec I’élément infinitésimal (contribution nulle a I'intégrale,
absence de divergence).

17



Chapitre I1x

LOIS FONDAMENTALES DE L’ELECTROSTATIQUE

I - Flux du champ électrostatique

1. Surface orientée

Pour orienter une surface S, on trace, au-
tour d’un point P de S , un contour fermé C
sans point double. On choisit alors arbitraire-
ment un sens de parcours sur C. Le sens de
la normale positive 77 a S en P s’obtient par
la regle de Maxwell (ou d’Ampere), appelée
aussi regle du tire-bouchon.

: THEOREME DE GAUSS

Dans le cas d’'une surface fermée (fig b)), ou il n’y a pas d’ambiguité,
il est d’usage d’orienter la normale de l'intérieur vers l'extérieur.

2. Notion d’angle solide

La notion d’angle solide est 1’extension
naturelle dans ’espace de I’angle défini dans
un plan. Par exemple, le cone de lumiere con-
struit par ’ensemble des rayons lumineux is-
sus d’une lampe torche est entierement décrit
par la donnée de deux grandeurs : la direction
(une droite) et I'angle maximal d’ouverture
des rayons autour de cette droite. On appelle
cette droite la génératrice du cone et I'angle
en question, ’angle au sommet.

Définition : [’angle solide élémentaire dS), délimité par un cone cou-
pant un élément de surface élémentaire dS située a une distance r de son

sommet O vaut :

dsS

* (Ces notes sont en fait, de larges extraits du cours de M. Jonathan Feirrera (Univer-

sité Joseph Fourier Grenoble , France. (http://www-laog.obs.ujf-grenoble.fr/ ferreira-

/teaching.html=sma)
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Cet angle solide est toujours positif et indépendant de la distance r.
Son unité est le stéradian (symbole sr).

En coordonnées sphériques, la surface élémentaire, pour r constant,
vaut dS = r?sinfdfdy. L’angle solide élémen- taire s’écrit alors dQ) =
sin 6dfdp. Ainsi, I’angle solide déli- mité par un cone de révolution, d’angle
au sommet « vaut :

2r ™
Q:/dQ:/ dgo/ sin 0df = 27(1 — cos a)
0 0

Le demi-espace, engendré avec v = m/2 (radians), correspond donc a
un angle solide de 27 stéradians, tandis que I’espace entier correspond a un
angle solide de 47 (o = ).

De facon générale, le cone peut intercepter une surface quelconque,
dont la normale 77 fait un angle 6 avec la génératrice de vecteur directeur
u. L’angle solide élémentaire est alors défini par

n-ua dS’
2 2

:dS-er:dS

r?2 r

d(2

ou dS’ est la surface effective vue par un observateur situé en O.
a. Angle solide sous lequel est vue une surface fermée

Considérons le cone élémentaire issu du point P découpant, sur une
surface fermée S, deux surfaces élémentaires orientées 77,dS7 et 1,dSs |,
conformément a l’orientation d’une surface fermée. Deux cas se présentent
suivant que P est a ’extérieur ou a l'intérieur de la surface fermée.

i) P est a l'extérieur de S :

Les angles solides définis par les surfaces
11dS1 = —71dS] et M2dSs sont égaux puisque
relatifs au méme cone. Par consé- quent d2] =
—d€2; et d2; + dQ25 = 0. Il en est de méme
pour tous les cones élémentaires. Il en résulte
que ’angle solide défini par une surface fermée
ne contenant pas le point P est nul.

i1) P est a lintérieur de S :
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Lorsque P est a l'intérieur de S, les deux angles solides définis par un
méme faisceau élémentaire de droites passant par P sont égaux. On calcule
la valeur de ’angle solide total en remplacant localement les éléments de
surface quelconques par des éléments de surface dX sphériques. On obtient,
en explicitant a I’aide des coordonnées sphériques:

d¥
Q :/r_2 = /sin@d@dcp puisque dX = rsin fdprdd

Il en résulte en intégrant:

™ 27
Q= / sin 9d9/ dp =4n (Stéradian)
0 0

Retenons donc que l'angle solide total est nul si le point P est a
I'extérieur de la surface fermée et est égal a sa valeur maximale, 47 si le
point P est a l'intérieur de la surface fermée. Le cas ou P est sur S peut se
ramener a 'un des précédents en affinant la modélisation.

3. Théoreme de Gauss

On considere maintenant une charge ponctuelle ¢ située en un point
O de l'espace. Le flux du champ électrostatique F, créé par cette charge, a
travers une surface élémentaire quelconque orientée est par définition

db = E -dS = E - iidS

Par convention, on oriente le vecteur unitaire 77, normal a la surface
dS, vers l'extérieur, c’est a dire dans la direction qui s’éloigne de la charge
q. Ainsi, pour ¢ > 0, le champ E est dirigé dans le méme sens que 7 et
I’on obtient un flux positif. A partir de ’expression du champ créé par une
charge ponctuelle, on obtient alors
q u-n q

dS =

Areg 12 4d7eq

dd = dQ2

C’est a dire un flux dépendant directement de I’angle solide sous lequel
est vue la surface et non de sa distance r (notez bien que d©2 > 0, ¢ pou-
vant étre positif ou négatif). Ce résultat est une simple conséquence de la
décroissance du champ électrostatique en 1/72 .
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Que se passe-t-il lorsqu’on s’intéresse au flux total a travers une surface
(quelconque) fermée 7 On a une charge ¢ située a I'intérieur de la surface S
(enfermant ainsi un volume V'), surface orientée (en chaque point de S, le
vecteur 77 est dirigé vers l'extérieur) :

dd = —L 40

41eg

Ce résultat est général puisque, la charge se trouvant a l'intérieur de
S, un rayon dans une direction donnée traversera toujours S un nombre
impair de fois. En intégrant alors sur toutes les directions (c’est a dire sur
les 47 stéradians), on obtient un flux total

@:/E.dgzi
S €0

En vertu du principe de superposition, ce résultat se généralise aisément
a un ensemble quelconque de charges.

Théoreme de Gauss : le flur du champ électrique a travers une
surface fermée orientée quelconque est égal, dans le vide, a 1/€q fois la
charge électrique contenue a l'intérieur de cette surface :

Remarques :

® Du point de vue physique, le théoreme de Gauss fournit le lien entre
le flux du champ électrostatique et les sources du champ, a savoir les
charges électriques.

®» La démonstration précédente utilise la loi de Coulomb qui, elle, est un
fait expérimental et n’est pas démontrée. Inversement, on peut retrou-
ver la loi de Coulomb a partir du théoreme de Gauss : c’est ce qui est
fait dans 1’électromagnétisme, dans lequel le théoreme de Gauss con-
stitue en fait une loi fondamentale, non démontrable (I'une des quatre
équations de Maxwell).

4. Exemples d’applications

Le théoreme de Gauss fournit une méthode tres utile pour calculer le
champ E' lorsque celui-ci possede des propriétés de symétrie particulieres.
Celles-ci doivent en effet permettre de calculer facilement le flux ®.
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Comme le théoreme de Gauss est valable pour une surface quelconque,
il nous suffit de trouver une surface S adaptée, c’est a dire respectant les
propriétés de symétrie du champ, appelée surface de Gauss .

Exemple 1. Champ électrostatique créé par un plan infini uniformément
chargé

On considere un plan infini II portant une charge électrique o uni-
forme par unité de surface. Pour utiliser le théoreme de Gauss, il nous faut
d’abord connaitre les propriétés de symétrie du champ E. Tous les plans
perpendiculaires au plan infini IT sont des plans de symétrie de celui-ci :
E appartient aux plans de symétrie, il est donc perpendiculaire a II. Si ce
plan est engendré par les vecteurs (;, 5) alors E = E.(x,y, z)E Par ailleurs,
Pinvariance par translation selon z et y nous fournit E = Ez(z)lg Le plan
IT est lui-méme plan de symétrie, donc F(z) est impaire.

451

7| Surface de base

h Surface de

Gauss n | Surface de base
\
Sa

Etant donné ces propriétés de symétrie, la surface de Gauss la plus
adaptée est un cylindre de sections perpendiculaires au plan et situées a
des hauteurs symétriques.

@:/E.c@: Ed9+/ B.a5+ [ B.d9
S S, 5 S.
= E(Z)S — E(—2)S +0 = 2ES

in 1
—Qtz— (IdS'zﬁ

41eg €0 JS €0

Il s’ensuit que l'intensité du champ électrostatique créé par un plan
infini uniformé- ment chargé vaut

E_ 9
260

Remarques :
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®» Le champ ne varie pas avec la distance, ce qui est naturel car le plan
est supposé infini.

® On peut encore appliquer ce résultat pour une surface quelconque
chargée uniformé- ment. Il suffit alors d’interpréter £ comme le champ
au voisinage immédiat de la surface : suffisamment pres, celle-ci peut
étre assimilée a un plan infini.

Exemple 2. Champ créé par une boule uniformément chargée

On considére une boule (sphere pleine) de centre O et de rayon R,
chargée avec une distribution volumique de charges p. Cette distribution
possédant une symétrie sphérique, le champ électrostatique qui en résulte
aura la méme symétrie, donc E = E(r)i,.

La surface de Gauss adaptée est simplement une sphere de rayon r et
le théoreme de Gauss nous fournit A

O = LE-@: /SE(r)dS = E(r)4nr?

in 1
@:Q i :—/pdv
Adreg €9 v

lorsque r < R, on obtient

P
E(T) = %T

Lorsque » > R, la sphere de Gauss enferme un volume V' supérieur a
celui de la boule. Mais la distribution de charges n’est non nulle que jusqu’en
r = R. L’expression du champ F devient alors

sl Q

E— _
dmegr?  4dmegr?

ou () est la charge totale portée par la boule. On vient ainsi de démontrer,
sur un cas simple, qu’une distribution de charges a symétrie sphérique pro-
duit a ’extérieur le méme champ qu’une charge ponctuelle égale, située en

0.
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5. Forme locale du théoréeme de Gauss

On considere une surface fermée S qui délimite un volume V' contenant
une distribution de charge de densité p. Soit dV un élément de volume
élémentaire délimité par une surface dS. L’élément de flux d® a travers d.S
est, d’apres le théoreme de Gauss :

_dQ

€0

do

On appelle divergence du champ de vecteurs E la limite, lorsque d.S et

do .
dV tendent vers 0, de & :

.= ) dd
divk = dlér_r}O av
dVvV —0

Dans le cas d’une distribution volumique de densité p, on en déduit
que, pour un volume élémentaire dV :

divE dV — do — 3¢ _ pdV
€0 €0
d’ott )
divE = 2
€0

Cette équation entre le champ vectoriel E et le champ scalaire p en tout
point de I'espace constitue I'expression locale du théoreme de Gauss. Cette
définition intrinseque de la divergence donne immédiatement la relation
connue sous le nom de formule d’Ostro- gradsky :

/E-JS:/divEdv
S Vv

S 0 0 0
VA= —A,+—A,+—A,
divA 8$A + 3y v+ 9

ol
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6. Discontinuité de la composante normale du champ a la traversée d’une
couche chargée

Soit deux milieux (1) et (2) séparés par une surface 2\
(S) qui porte la densité superficielle de charges o. Soit
x My le plan tangent a (S) en M et M7 un axe perpen- \M__=
diculaire a ce plan. Tragons sur S une courbe fermée (1) -
C et construisons le volume cylindrique, de base C, en-
gendré par les normales a S et limité par deux surfaces
élémentaires voisines dS7 et dS; de part et d’autre de

S.

La hauteur h du cylindre est négligeable devant les dimensions latérales
de la base C. Appliquons le théoreme de Gauss sur la surface entourant le
volume cylindrique. Il vient, en désignant par 712 la normale a la surface
orientée de S7 vers Sy et en négligeant le flux a travers la surface latérale :

odS

€0

(I) — EQ . ﬁlgds - El . ﬁlgds -

d’ou

Mg - (B — Ep) = —
€0
On désigne par E la composante normale de E en M, donc parallele
a Mz. De méme on désigne par E; la composante tangentielle de E en M,
perpendiculaire a Mz. La relation précédente montre que la composante
normale de E subit une discontinuité :

(o)

En En —_ —

2 1 60
By, —FE, =0



Chapitre 111x

ELECTROCINETIQUE

I - Propriétés des conducteurs

1. Définition

Dans un conducteur les charges sont mobiles et susceptibles de se
déplacer lorsqu’elles sont soumises & un champ électrostatique (électrons
libres dans un métal, ions positifs et négatifs d'un gaz ionisé...). Au con-
traire dans un isolant, les charges sont immobiles.

Lorsqu’on charge un conducteur par contact par exemple, les charges
amenées se répartissent sur le conducteur. L’état d’équilibre électrostatique
du conducteur est défini par 1’état stationnaire de charge et de champ
électrostatique qui existe apres que les charges se soient distribuées sur
le conducteur puis immobilisées. On démontre que cet état d’équilibre est
unique.

2. Propriétés des conducteurs

® Propriété fondamentale : Le champ est nul en tout point intérieur
d’un conducteur homogene en équilibre électrostatique.

En effet un champ électrique moyen mettrait les électrons en mouve-
ment et il y aurait un courant dans le conducteur contrairement a I’hypo-
these faite de 1’équilibre électrostatique et de 'immobilité des charges.

Il ne faut pas confondre ce champ moyen macroscopique avec les ch-
amps intenses régnant au voisinage des atomes. Ceux-ci sont tres rapide-
ment variables en direction et en module, et leur moyenne est nulle.

® Le potentiel a l’'intérieur d’un conducteur en équilibre élec-
trostatique est constant. La surface du conducteur est une surface
équipotentielle et les lignes de champ quittent le conducteur en lui étant
perpendiculaires.

* (Ces notes sont en fait, de larges extraits du cours de M. Jonathan Feirrera (Univer-
sité Joseph Fourier Grenoble , France. (http://www-laog.obs.ujf-grenoble.fr/ ferreira-

/teaching.html=sma)
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La variation du potentiel d’un point a un point est égale a la circulation
de champ électrique sur une courbe C joignant ces points :

A—»
I@—%:—/‘Edf
B

Comme F =0 on a bien V4 = Vp.
®» La quantité d’électricité dans tout volume intérieur au con-
ducteur est nulle. Les charges portées par un conducteur ne peuvent
qu’étre réparties sur sa surface.

Appliquons le théoreme de Gauss a une surface fermée intérieure au
conducteur. Comme le champ électrique est nul, le flux dudit champ est
également nul. D’ou la charge est nulle. Il n’y a pas de charge en exces
dans le volume intérieur au conducteur (il s’y trouve évidement beaucoup
d’électrons et de noyaux mais la somme de leurs charges est nulle). Les
charges portées par un conducteur ne peuvent qu’étre superficielles.

» Capacité d’un conducteur isolé. La charge () d’un conducteur isolé

(€loigné de tout autre conducteur) est proportionnelle a son potentiel

V.

L’on peut écrire

Q=CV

Le coefficient de proportionnalité C' est appelé capacité du conducteur isolé.
La C capacité du conducteur isolé ne dépend que de sa géométrie. Elle
s’exprime en farads (symbole F). Un farad correspond a une charge de 1C
quand le potentiel est de 1V. En fait les ordres de grandeurs pratiqués seront
des sous-multiples du Farad.

II - Courant et résistance électriques

1. Le courant électrique

L’expérience montre qu’il était possible d’électriser un matériau con-
ducteur, par exemple par frottements.

Si 'on met ensuite ce conducteur en contact avec un autre, le deuxieme
devient a son tour électrisé, c’est a dire qu’il a acquis une certaine charge
Q. Cela signifie que lors du contact des charges se sont déplacées de I'un
vers 'autre.
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On définit alors le courant I par

_dQ
At
L’unité du courant est ’Ampere (symbole A). Dans le systéme inter-
national, ’Ampere est I'une des 4 unités fondamentales (avec le metre, le
kilogramme et la seconde), de telle sorte que 1C= 1A-s (Ampere seconde).
La définition précédente de I ne renseigne pas sur son signe, il faut
choisir une convention. Par exemple, soit () > 0 la charge du conducteur
initialement chargé (A1). On a affaire ici & une décharge de (A1) vers (A2).
Si 'on désire compter positivement le courant de (A1) vers (A2), alors il
faut mettre un signe moins a 1’expression ci-dessus.

1

Conducteur Conducteur

(A1) (A2)

Vi Vs
Conducteur
V" V"

2. La densité de courant électrique

La raison physique du courant est un déplacement de charges, c’est a
dire l'existence d’une vitesse organisée (par opposition a la vitesse d’agita-
tion thermique) de celles-ci. Considérons donc un fil conducteur de section
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S, dans lequel se trouvent n porteurs de charge ¢, animés d’une vitesse
v dans le référentiel du laboratoire. Pendant un instant dt¢, ces charges
parcourent une distance #dt. Soit d*S7 un élément infinitésimal de surface
mesuré sur la section du fil, orienté dans une direction arbitraire. La quantité
de charge électrique qui traverse cette surface pendant dt est celle contenue
dans le volume élémentaire dV associé

d’°Q = ngd®V = ngvdt - d*S7

On voit alors apparaitre un vecteur qui décrit les caractéristiques du
milieu conducteur et qu’on appelle la densité de courant :

j: nqv

exprimée en Amperes par metre carré (A/m?). Le courant I circulant
dans le fil est relié a la densité par

d@
I =—
dt
_ 2 j-d2Sde
B dt Surface‘7

— / j-d%S
Surface

Le courant dans un conducteur est égal au flux, a travers la section du
fil, du vecteur densité de courant. Le sens du courant, qui est une grandeur
algébrique, est alors donné par le sens du vecteur densité de courant.

Un conducteur est un cristal (cuivre, argent, or, ---) dans lequel se
déplacent des particules chargées (ex, électrons). Suivant le matériau, les
porteurs de charges responsables du courant peuvent étre différents. Dans
un métal, ce sont des électrons, dits de conduction. Dans un gaz constitué
de particules ionisées, un plasma, ou bien dans un électrolyte, il peut y avoir
plusieurs especes chargées en présence.

En toute généralité, on doit donc définir la densité locale de courant
de la forme :

j = Z naQaﬁa
a
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ou l'on fait une sommation sur toutes les especes (électrons et ions)
en présence. Dans le cas particulier d’un cristal composé d’ions immobiles
(dans le référentiel du laboratoire) et d’électrons en mouvement, on a :
j — _neeﬁe
ou e est la charge élémentaire et n. la densité locale d’électrons libres.
La densité de courant (donc le sens attribué a I) est ainsi dans le sens
contraire du déplacement réel des électrons.

3. Loi d’Ohm microscopique (ou locale)

Modele de Drude
Considérons le cas simple d’une charge électrique g soumise a la force de
Coulomb d’une part, et a des collisions d’autre part. Ces collisions peuvent
étre décrites (ou modélisées) comme une force de frottement proportion-
nelle a la vitesse (moyenne) @' de la charge. La relation fondamentale de la
dynamique s’écrit alors :
dv _,

— = qE — ki
mdt q v

Cette équation montre qu’en régime permanent (stationnaire, mais non
statique), la charge ¢ atteint une vitesse limite v = uE ou u = q/k est appelé
la mobilité des charges. Ce régime est atteint en un temps caractéristique
T = m/k, appelé temps de relaxation.

Dans la plupart des conducteurs, on observe une proportionnalité entre
la densité de courant et le champ électrostatique local,

j=nE

Le coefficient de proportionnalité v est appelé la conductivité du milieu.
On définit également n = 1/7, la résistivité du milieu. La conductivité
est une grandeur locale positive, dépendant uniquement des propriétés du
matériau. Ainsi, le Cuivre posséde une conductivité yc, = 58 x 10°S/m,
tandis que celle du verre (isolant) vaut yyerre = 10711S/m.

Une telle loi implique que les lignes de champ électrostatique sont
également des lignes de courant, indiquant donc le chemin pris par les
charges électriques. Par ailleurs, comme v est positif, cela implique que
le courant s’écoule dans la direction des potentiels décroissants.
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La loi d’Ohm microscopique (ou locale) s’explique correctement par le
modele simple de collisions des porteurs de charge. On a longtemps cru que
c’étaient des collisions avec les ions du réseau cristallin du conducteur, mais
il s’avere qu’il s’agit en fait de collisions avec les impuretés contenues dans
celui-ci.

Prenons le cas du Cuivre, métal conducteur au sein duquel existe une
densité numérique d’électrons de conduction de I’ordre de n, = 8 x 10?®m~3.
Le temps de relaxation est alors de 7 = 'YS;—TZ’ZG ~ 2 x 10~ *s. C’est le temps
typique entre deux collisions.

La distance maximale parcourue par les électrons pendant cet inter-
valle de temps ou libre parcours moyen dépend de la vitesse réelle des
électrons. Celle-ci est la somme de la vitesse moyenne ¢ (le courant) et de
la vitesse d’agitation thermique vy, = /kT/m, ~ 105m/ s a température
ambiante (7" ~ 300 K) mais dont la valeur moyenne vectorielle est nulle.
(pour mémoire, un fil de Cuivre d'une section de 1 mm? parcouru par un
courant de 1A, possede une densité de courant de 10° Am~2 et une vitesse
moyenne de v = 0.007m/s).

Le libre parcours moyen d’un électron serait alors de :

| = vt ~ 2% 107 7m

un ordre de grandeur supérieur a la distance inter-atomique (de l'ordre de
I’Angstrom). Ce ne sont donc pas les collisions avec les ions du réseau qui
sont la cause de la loi d’Ohm.

4. Résistance d’'un conducteur : loi d’Ohm macroscopique

Considérons maintenant une portion AB d’un conducteur parcouru
par un courant I. S’il existe un courant, cela signifie qu’il y a une chute
de potentiel entre A et B, U = V4 — Vg = [, E - dl. On définit alors la
résistance électrique de cette portion par

P U_ JLE-dl
i _ﬂgyﬁ-d2§

L’unité de la résistance électrique est I’Ohm (symbole ). Dans le cas
simple d'un conducteur filiforme de section S ou, sur une longueur L, le
champ électrostatique est uniforme, on obtient le lien entre la résistance
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d’un conducteur (propriété macroscopique) et sa résistivité (propriété mi-
croscopique)

BL L
~SES s

L’unité de la résistivité est le Q-m (Ohm-metre).

Montage en série Montage en parallele
I
...._!_[Ri-ll—[ Ri }_[Ri+1]_!_ _____ Ri_lm Ri |jRi+l|j
1 i i i
— & -1 N -1
Réq _iz=:1Ri Réq _ElRi

a. Associations de résistances : Résistances en série

Soient n résistances R; mises bout a bout dans un circuit et parcourues
par un courant /. La tension aux bornes de la chaine est U = (Vy — V1) +
(Vi=Vo)+- 4+ (Vo1 = V) = Rl + Rol+- - -+ R, 1. Cest a dire analogue
a celle obtenue par une résistance unique dont la valeur est

R = E R;
i=1
b. Associations de résistances : Résistances en parallele

Soient n résistances R; mises en parallele sous une tension U = V; — V5
et alimentées par un courant I. Le courant se sépare alors en n courants

dans chacune des n branches. En vertu de la conservation du courant (voir
ci-dessous), on a

I:;[i:Z;E:E
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c’est a dire que I’ensemble des n branches est analogue a une résistance
équivalente en série

1 1

R R

III - Eléments d’un circuit électrique
1. Notion de circuit électrique

Définitions :

@ Un circuit électrique est constitué d’un ensemble de dispositifs ap-
pelés dipoles, reliés entre eux par des fils conducteurs et formant
ainst une structure fermée.

@ Un neeud d’un circuit est une interconnexion ou arrivent 3 fils ou
plus.

@ Une branche est un troncon de circuit situé entre deur neeuds.

@ Une maille est un ensemble de branches formant une boucle fer-

7/

mee.

Un dipole s’insere dans un circuit par 'intermédiaire de deux poles, I'un
par ou s’effectue l'entrée du courant (borne plus), 'autre la sortie (borne
moins). Il est caractérisé par sa réponse a une différence de potentiel U entre
ses bornes : c’est a dire la courbe caractéristique I = f(U). Un dipo6le passif
a une courbe passant par 'origine. Un dipole actif fournit un courant (posi-
tif ou négatif) méme en 'absence d’une tension. Enfin, on appelle dipole
linéaire tout dipole dont la courbe caractéristique est une droite.

Nous avons vu que dans tout conducteur, la présence d’une résistivité
entraine une chute de tension et, en toute rigueur, il en va de méme pour
les fils. Mais ceux-ci étant mis en série avec d’autres dipoles, on néglige en
général la résistance des fils devant celle des dipdles présents. Donc, les fils
situés entre deux dipoles d’un circuit seront supposés équipotentiels.

Remarque :

® Le courant ¢ = % n’existe que lors d’'un temps court, correspondant

a une phase que 'on appelle régime transitoire. Dans ce qui suit, on
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s'intéresse a des cas ou un courant est établi de facon permanente dans
un circuit, c’est a dire dont l'intensité est la méme en tout point du
circuit. Cela exige évidemment que le circuit soit fermé.

Lorsqu’on ferme un circuit (par I'intermédiaire d’un interrupteur par
ex), il faut un temps tres court pour que les charges électriques pren-
nent connaissance de l’ensemble du circuit. Ce temps correspond a
celui pris par la lumiere pour parcourir I’ensemble du circuit. C’est
ce temps qui compte pour nous puisque c’est celui d’établissement du
régime stationnaire. Autrement dit, tout ce qui est fait ici en courant
continu, reste vrai pour un courant alternatif (du 50 Hz correspond a
un temps de 20 ms, bien supérieur a la durée du régime transitoire).

Puissance électrique disponible

Soit une portion AB d’un circuit, parcourue par un courant permanent

I allant de A vers B. L’existence de ce courant implique que le potentiel
en A est supérieur a celui en B. Cette différence de potentiel se traduit par
I’ ‘existence d’un champ électrostatique E produisant une force de Coulomb
F= qE capable d’accélérer une charge ¢. Ainsi, soit P, = F-fla puissance
nécessaire pour communiquer une vitesse U a une partlcule de charge q
quelconque. Sachant que dans ce conducteur il y a n porteurs de charge par
unité de volume, la puissance totale P mise en jeu dans le brin AB parcouru
par un courant [ est

P:/ nP,dV = / dl/ nP,dS = / dl/ an vdS
BrinAB section section

/ / (ngt - dS)E - dl = / E- dl/ (7 - dS)
section section

= 1/ E-dl=1(V(A) - V(B))
A

c’est a dire
P=UI

oun U = V(A) — V(B) > 0 puisque le courant s’écoule de A vers B. Cette
puissance est donc la puissance électrique disponible entre A et B, du simple
fait qu’il y circule un courant I.



Electrocinétique

Suivant la nature du dipole placé entre A et B (récepteur), I’énergie
électrique dispo- nible sera convertie sous une forme ou une autre. Dans le
cas simple ou entre A et B ne se trouve qu’une résistance R, la puissance
disponible P ne sert qu’a faire chauffer la résistance puisque U = RI. Cela
se traduit par une dissipation d’énergie sous forme de chaleur, appelée effet
Joule, et dont la puissance vaut

P; = RI?

Cette énergie électrique peut étre également reconvertie en rayonne-
ment (lampe), énergie mécanique (moteur), chimique (bac a électrolyse)
ou méme énergie cinétique ordonnée (diode a vide). Toute chaleur dégagée
par le conducteur correspond a un gain d’énergie d’agitation thermique :
cela signifie que de ’énergie cinétique a été communiquée au cristal par les
électrons de conduction.

3. Nécessité d’une force électromotrice ou fém

Si on applique le raisonnement précédent a un circuit fermé, c’est a
dire si I'on regarde la puissance totale fournie entre A(point de départ) et
A(point d’arrivée) par la force de Coulomb, on obtient :

A
P = 1/ E-di=I[V(A)—V(A4)]
A

c’est a dire une puissance nulle ! Cela signifie qu’il ne peut y avoir
de courant en régime permanent. Lorsque qu’il y a un courant, alors cela
implique que la force de Coulomb n’est pas responsable du mouvement
global des porteurs de charge dans un conducteur.

Le courant dans un conducteur peut étre compris avec ’analogie de
la riviere circulant dans son lit. Pour qu’il y ait un écoulement, il faut que
I’eau s’écoule d’une région plus élevée vers une région plus basse (d’une
énergie gravitationnelle plus haute (élevée) vers une autre plus basse (plus
faible)). Ainsi, le mouvement de ’eau d’un point élevé vers un point plus
bas est bien di a la simple force de gravitation. Mais si 'on veut constituer
un circuit fermé, alors il faut fournir de ’énergie (grace a une pompe) pour
amener ’eau a une plus grande hauteur, et le cycle peut alors effectivement
recommencer.

10
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C’est exactement ce qui se passe dans un circuit électrique : une force
autre que la force électrostatique doit permettre aux porteurs de charge de
remonter le potentiel.

Le siege de la force responsable du courant dans un circuit est appelé
le générateur. Regardons donc attentivement ce qui se passe a l'intérieur
d’un générateur, ou A correspond a la borne & , B a la borne & , le
courant circulant donc de B vers A a 'extérieur du générateur. En régime
permanent, les charges ne s’accumulent en aucun point du circuit, il y a
libre circulation des charges : cela implique donc que les charges doivent
traverser le générateur. Or, V(B) > V(A), ce qui signifie qu’il y a un champ
électrostatique Es dirigé de B vers A a l'intérieur du générateur. Quel que
soit le signe des porteurs de charge responsables du courant, si celui-ci va
de B vers A a l'extérieur, alors E, s’oppose au mouvement des charges a
I'intérieur. La seule facon d’obtenir un régime stationnaire avec un courant
permanent I, c’est donc d’avoir un champ supplémentaire, appelé champ
électromoteur Em , supérieur en norme et dirigé en sens inverse de ES.

Mettons maintenant le générateur en circuit ouvert (I = 0). Le fait
qu’'une différence de potentiel (ddp) se maintienne entre ses bornes im-
plique nécessairement la présence d’une autre force compensant ’attraction
coulombienne. Ainsi, la force totale s’exercant sur une charge ¢ doit s’écrire
F = q(ES + Em) et, a I’équilibre et en 'absence de courant, on doit donc
avoir ES + Em = (. Cela signifie donc que la ddp ou tension mesurée aux
bornes d’un générateur ouvert vaut

B_’ . B_’ .
VA—VB=/ Es-dzz—/ B di
A A

ou , bien évidemment, V4 — Vg < 0. On appelle (de fagon un peu
maladroite) la force électromotrice ou fém du générateur la quantité e (
e > 0 est exprimée en Volts) de sorte :

B—) —
e:/ FE,, -dl
A

Dorénavant, on utilisera la notation Es pour le champ électrostatique
et E,, pour le champ électromoteur.

11
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Puisque, a l'intérieur du générateur, on a F; = —F,,, # 0 en "absence
de courant, cela signifie qu'un générateur est un conducteur non-équipo-
tentiel.

A T’équilibre, mais en présence d’un courant I (générateur branché dans
un circuit fermé), les porteurs de charge responsables de ce courant subissent
une force supplémentaire, due aux collisions se produisant a 'intérieur du
conducteur. Pour un géné- rateur idéal, ces collisions sont négligeables et
I’on obtient V4 — Vg = —e. En revanche, pour un générateur non idéal, de
telles collisions se produisent et se traduisent par I’existence d’une résistance
interne r. D’apres le modele de Drude, on a :

B . . B
VA—VB+€=/ —_'-dl=/ ny-dl=rl
A

C’est a dire une tension aux bornes du générateur V4, — Vg = rl — e.
La résistance interne de celui-ci introduit une chute de tension, ce qui fait
qu’il délivre une tension inférieure a celle donnée par sa fém.

Les générateurs different selon la source d’énergie utilisée et la méthode
de conversion de celle-ci en énergie électrique (autrement dit, selon la nature
de E,,). On peut ainsi produire de ’énergie électrique a partir d’une pile
(énergie chimique), d'un générateur électrostatique (énergie mécanique, ex
machine de Van de Graaf), d’'une dynamo (énergie mécanique), d’une pile
solaire (énergie du rayonnement) ou d’un thermocouple (chaleur, c’est a
dire énergie cinétique désordonnée).

Dans la suite, nous supposerons simplement l’existence d’'une fém e
dans un circuit, localisée dans un dipole appelé générateur, sans préciser sa
nature.

Reprenons le calcul fait précédemment mais appliquons-le cette fois-ci a
I’ensemble du circuit. Soit alors V' le volume total occupé par le conducteur
formant le circuit et F la force s’exercant sur les charges mobiles ¢ et donc
responsable de leur mouvement. La puissance totale P qui doit étre fournie
en régime permanent est alors

12
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P

nP,dV = jq{ dl / nP,ds
\% section

jf di / nF - ¢ds
section section

F.dl
j{ / (nqv - dS)——
section
j{ F.dl / /
circuit section

circutt q

F.dl L
f TA g
circuit q circuit

est la fém totale du circuit. L’intégrale portant sur ’ensemble du circuit,
la fém totale est donc la somme des fém présentes le long du circuit. Si
celles-ci sont localisées dans des dipoles, 'expression précédente devient

625 €L
k

I
~
o

ol les e sont les valeurs algébriques des différentes fém :
® e > 0 correspond a un générateur (production d’énergie électrique) ;
©® ex < 0 correspond a un récepteur (consommation d’énergie électrique).

Un moteur convertit de 1’énergie électrique en énergie mécanique et
correspond donc a un récepteur de fém négative : on dit également qu’il
possede une force contre-électro- motrice ou fcém.

IV - Lois régissant les circuits électriques

1. Loi d’Ohm généralisée

13
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Considérons un brin AB d’un circuit électrique fermé, parcouru par un
courant I, de résistance R et ayant une fém e. La loi d’Ohm généralisée
s’écrit

Va—Vp=RI—e

Remarques :

® Cette expression n’est valable que lorsque le courant s’écoule de A vers
B.

® On peut réinterpréter la résistance R comme étant la résistance totale
du brin AB (fil, résistance et résistance interne du générateur) et e
comme la fém totale (somme algébrique de toutes les fém).

© L’effet Joule fait chuter le potentiel tandis que le générateur (e > 0)
remonte le potentiel.

® Sie < 0, cela signifie que le dipodle associé fait chuter le potentiel. On
appelle alors e la force contre-électromotrice (fcém). Elle peut étre due
soit a un moteur (récepteur pur), soit a un générateur dont la polarité
est opposée a celle du générateur principal, responsable du courant
circulant entre A et B.

2. Lois de conservation dans un circuit (lois de Kirchhoff)

Les lois de I’électrocinétique, connues sous le nom de lois de Kirchhoff,
sont en fait de simples lois de conservation.

a. Conservation du courant (loi des nceuds)

Soit un nceud quelconque du circuit sur lequel arrive un certain nombre
de fils. Sur chacun de ces fils, circule un courant. En régime permanent, la
conservation de la charge électrique se traduit par la conservation du courant
: en aucun point du circuit il ne peut y avoir accumulation (ou perte) de
charges. Cela signifie donc que 'ensemble des courants entrants compense
exactement les courants sortants,

E IentrantSZE [sortants

Ceci constitue la loi des nceuds ou I’équation aux noeuds.
b. Conservation de ’énergie (loi des mailles)
Soit une maille d’un circuit constituée de n branches. L’équation aux

branches pour la k—™¢ branche s’écrit U, = Rilr — er ot Ry, I1 et ey

14
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sont respectivement la résistance totale, le courant et la fém contenues dans
cette branche. La conservation de 1’énergie pour cette maille s’exprime par
le fait que, partant du nceud 1 et revenant a ce nceud, on retrouve le méme
potentiel, c’est a dire V; — Vi =V —-Vo+-+V, - V1 =U; +-+ U, =0.
La loi des mailles (ou équation de maille) s’exprime tout simplement par

n

Z(szlkz — 6k;> =0

k=1

3. Résolution pratique des équations en électrocinétique

En général, on cherche a calculer les courants I qui circulent dans
chacune des branches d’un circuit, étant donné ses résistances Rj et ses
générateurs (ou récepteurs, selon le sens de branchement) e . Du fait des
lois de conservation ci-dessus, un circuit comportant n branches n’a pas n
courants [ indépendants les uns des autres. Le nombre réel d’inconnues
est en fait M = B— N + 1 ; ou B est le nombre de branches du circuit et
N le nombre de noeuds. Pour résoudre ce probleme on utilisera la méthode
suivante :

* Choisir M mailles indépendantes, c’est a dire ayant au moins une
branche non partagée avec une autre maille.

* Sur chacune de ces mailles, définir un sens de parcours arbitraire pour
le courant de maille I,,.

x Bcrire les M équations de maille >, (RyI,;, — e;) = 0, en suivant le
sens de parcours choisi pour I,,. Pour étre en accord avec la convention
de la loi d’Ohm généralisée, le signe de chaque fém e; doit dépendre
de la polarité rencontrée en suivant le courant. Ainsi, si I’on rencontre
la borne @, on met un signe + ( Ril,, + ex = 0), tandis que si 'on
rencontre la borne ©, on met le signe — ( Ry l,, — ex = 0).

En suivant cette méthode, on obtient M équations & M inconnues (les
courants de maille). Si, apres calculs, un courant de maille est positif, cela
signifie qu’il est effectivement dans le sens choisi initialement.

On détermine enfin les courants réels I circulant dans chaque branche
(courants de branches), en choisissant arbitrairement leur sens, puis en ex-
primant ceux-ci en fonction des M courants de maille I,,,.

15
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On pourra vérifier que cette méthode permet de satisfaire automatique-
ment la conservation du courant (loi des nceuds).

Exemple : Le pont de Wheatstone (cf . TD, série 03).

Le pont de Wheatstone possede M = 6 — 4 + 1 = 3 mailles indépen-
dantes. On choisit par exemple les 3 mailles suivantes :
e ABDA, de courant de maille i1 allant de A vers B.
e BCDB, de courant de maille 15 allant de B vers C.
e GADCG, de courant de maille i3 allant de A vers C.

En choisissant arbitrairement le sens des 6 courants de branche Iy
comme sur la figure, on obtient les relations suivantes :

I) =13 Iy =13 — 11 I3 =13 — i

Iy =1 I5Zi2 [6:i1—i2

qui satisfont bien automatiquement la conservation du courant auzr 4
neuds

L =1L+ 14 Is = Ir + Ig Iy = Is + Ig Iy =13+ 15

Il ne nous reste plus qu’a écrire les 8 équations de maille (étape 3) pour
calculer les 3 courants de maille, puis en déduire les courants réels I, cir-
culant dans chaque branche. En utilisant cette méthode, on se ramene a la
résolution d’un systeme linéaire de 3 équations a 3 inconnues, au lieu d’un
systeme linéaire de 6 équations a 6 inconnues

4. Le théoréeme de Thevenin

Enoncé : tout réseau linéaire compris entre deux bornes A et B, aussi
compliqué soit-il, est équivalent a un générateur unique de fém e et de
résistance interne r telles que
® e = FE est la tension mesurée entre A et B a l'aide d’un voltmétre ;
O 1= Req , 0U Req est la résistance équivalente du réseau, obtenue
en posant que toutes les fém et fcém sont nulles.

La démonstration est assez simple. Considérons un réseau constitué
de n fém algébriques er. Si ce réseau est linéaire, c’est a dire si sa courbe

16
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caractéristique I = f(U) est une droite, alors

I:Zak€k+b'U
k=1

ou les ay et b sont des constantes ne dépendant que des résistances du circuit
et qui sont donc a déterminer. Si I'on place un voltmetre parfait (résistance
interne infinie) aux bornes du réseau, le courant I est nul et on mesure une
tension V4 — Vg = E, ce qui fournit ) , ager +b- E =0 c’est a dire

I=b(U - E)

Maintenant, si I’on pose ex = 0, c’est a dire si I’'on remplacait tous les
générateurs et tous les récepteurs par uniquement leurs résistances internes,
alors £ = 0 : le réseau se ramene a une simple résistance équivalente. Celle-
ci serait alors mesurable en tracant la courbe caractéristique Iyt = f(U),
ol le courant .. serait produit grace a un générateur externe fournissant
une tension U. En faisant attention au signe du courant, on obtiendrait

[=—bU = ——

eq
ol le signe moins est diu au fait que le courant est ici en sens inverse de celui
produit par le réseau lui-méme (I = —I.). En rassemblant ces deux cas
particuliers, on obtient que la tension aux bornes du réseau peut toujours
s’écrire

Vi—Vp=E — Regl

Ceci acheve la démonstration du théoreme de Thevenin.
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