Le Premier Exercice
La Question: 1) a)

On calcule directement le discriminant de cette
équation & I'aide de la formule connue :

A= (5 + i\/§)2 —4(4 + 4iV/3)
=254 10i3 + (iW3) = 161613
=25+ 10ivV3 —3 - 16 — 16iV3
=6—6iV3
D’'ou le résultat suivant : A= 6 — 6ivV3 w (1)

De I'autre cbté, On développe (3 — iv3)
on trouve :

(3—3) =9—6i3 =3 = 663
D’ou le résultat suivant :
(3 =ti8) <B—BlE w2
D'aprés (1) et (2) on déduit que A= (3 —iv3)’

Remarque : la question posée est une question
de vérification. C-a-d que le résultat est connu a
priori. Et on vous demande de le redémontrer et
de le redécouvrir. Mais si on reformule la question
ainsi : écrire sous la forme d’'un carré, alors |a je
VOUs propose le procédé suivant :

Premiérement : On doit écrire (6 — 6iv/3) sous sa
forme exponentielle rei®

= /62+(6x/§)2 =12

Il est facile maintenant de trouver les racines
—in

carrées de 12e3 .

Rappel : les racines n®™¢ du nombre complexe re®?

(0+2knm
sont les nombres complexes z, = Vr e‘( =

k et n sont deux entiers naturels qui vérifient n > 2
et 0<k<n-1.

D'aprés ce petit rappel, on déduit que les racines

carrées de 12e 3 sont:

) :§+2x0xn
——— —in

zo = Y12 eL( ¥ =2V3e6
=23 (cos (—_rr) + isin (%T[))
V31
= 2\/§ (T - la)
=3-iV3
Eraxixm

i| -2 Sin

zl=mel< : )=2\/§eT
=2v3 (cos (5?”) + isin (5?”))
V3 1)

3
—2\/§ (T+L§

=-3+iV3
Finalement on écrit: A= (3 — i\/§)2 =(-3+ i\/§)2

La Question: 1) b)

a=(5+i\/§);(3—i«/§)=1+i\/§

b___(5+i\/§)+2-(3—i\/§)=46R

La Question: 1) c)
(1-iV3)a = (1-iv3)(1+iV3)

=12 - (V3)’
=1-(-3)=4=b

La Question: 2) a)

Soit R la rotation mentionnée dans cette question

RO)=B, & (z3,—2)= e%(zo —2zy)
o (bh—a)=i(0—a)
& b =a(l-i)
e b=(1+V3)1-10)
e b=(1+V3)+i(V3-1)
La Question: 2) b)

Notons par H la transformation du plan (P) qui
associe B a B,

(ZB_ZA>_ 4—1—1\/§

zg, —24) 1+V3+i3-i-1-iV3
_3-iv3 V3(V3-i)
T V3-i (V3-i) i
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La Question: 2) a)

Zp — Z,
(B—_A) =V3 = (25— 2z) =V3(2zs, —2)
2B, = 2 — 4B =345, Soit x un entier relatif vérifiant x1*3° = 1436[2015]
= (3keZ) ; x1*3% — 1436 = 2015k
Donc B est I'image de B; par I'hnomothétie H de = (3keZ) ; x*3% — 2015k = 1436

centre A et de rapport V3.
Soit d un diviseur commun des nombres x et 2015

La Question: 2) c)

= d/x et d/2015

b (1-iVv3)a 1-iVv3 = d/x'* et d/2015k
b—a (1-i3)a—a 1-iv3—1 = d/(x"* - 2015k)
1-i3_ 1 = d/1436
B B La Question : 2) b)

Soit § =2015Ax
|1+
3 6/2015 et 6/x

" 6/2015 et 6/1436 ; selon2)a)
in

— 6

b—a ( ) Nehi

{5/(2015 X 749)
= arg(b — a) = %[271]

5/(1436 x 1051)
8/(1436 x 1051 — 2015 X 749)
5/1

{oubien 5=1
oubien 6 = —1

La Question: 2) d)

0=1; carl>-1
2015Ax =1

A

Soit (€) le cercle circonscrit au tiangle 0AB et soif €
un point du cercle (€) différentde 0 et de B.

La Question: 3) a)

Ce(C) = O0,A B etC sontcirculaires

= arg (Z" ad ZC) = arg (Z" - ZB) (] Rappel : ( Théoréme de Fermat )
Zy — Z; Zy — Zp
0-c 0-b La Forme générale :
=% arg( )Eag( b)[n]
_b peP = (VaeZ) : aP = alp]
_C pa—
= g (a - C) =g (a = b) (] La Forme réduite :
c b
= arg(a—c)+”5arg(a—b)+n[ﬂ] Zi;[j: = a’7 1 =1[p]
c b
= S (a i C) S (a = b) [m] Pour commencer, il est fres facile de montrer que
c T 5, 13 et 31 sont tous des nombres premiers. Ef cela
= arg (a = C) =z lnl & I'cide du critére connu par tout le monde (test

de primalité). Aussi, une simple calculette nous

Le Deuxieme Exercice assure les égalités suivantes :

. . 1440 = 360 x 4
La Question: 1) 1440 = 120 x 12
Rappel : ( Théoréme de Bezout ) 1440 =30 x 48
xAha=1
aAb=1 & 3JuveZ; au+bv=1 Rappel: xAabc=1 & |xAb=1
LAC=1

Ona: 1436(1051) +2015(—749) =1

S xA2015=1 & xA(Gx13x31) =1

TNDE1
& |xA13 =1
2A31l=1
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Ef voila ! on dispose maintenant des armes
nécessaires pour appliquer le Théoreme de Fermat
sous sa forme réduite :

5¢P

5-1 —
¥ AS=T1 = x4 =115]
= x*=1[5]
= (x4)360 = 1360 [5]
= x1¥0 = 1[5]
13eP 13-1 —
w3l F =4S
= x'* =1[13]
= (x12)120 = 1120[13]
= 20 =1[13]
31e P 31-1 —
xA31=1 % % 1[31]
= x» =1[31]
= (x30)18 = 148[31]
= & = 1[31]
La Question: 3) b)
a/n
Rappel: |b/n = ab/n
aAb=1
x1440 = 1[5] 5/(x1440 — 1)
x40 = 1[13] = 13/(x1*40 — 1)
5A13 =1 5A13 =1
= (5X13)/(x**0--1)
= 65/(x**0 —-1)
= x1%0 = 1[65]

x1440 = 1[65] 65/(x1440 — 1)

it =1[31] = |31/ —1)
65A31=1 65A31=1
= (65 x31)/(x*0 —1)

2015/ (x40 — 1)
1440 — 1[2015]

/|

X

La Question : 4)

x1439 = 1436[2015] — |x-x1439 = 1436x[2015]
x1440 = 1[2015] x1440 = 1[2015]
|x144° = 1436x[2015]
x1440 = 1[2015]
{ 1436x = 1[2015] (1)
1436 x 1051 = 1[2015] (2)

(1)-(@2) = 1436(x—1051) =0[2015]
= 2015/1436(x — 1051)
= 2015/(x —1051) ; Gauss
= x =1051[2015]

Remargque : On peut montrer que 2015A1436 =1
a I'cide du procédé de la décomposition en
produit de facteurs premiers de 2015 et de 1436

2015=5x13x 31

Ona: | 1436 =22 x 359

D'oU: (5x13x31)A(22%x359) =1

Le Troisieme Exercice

La Question: 1) a)

L'application ¢ est définie comme suit :

p: (R+) — (ET)
x — Mx-1)

Le but de cette question est de montrer la chose
suivante : o(x +y) = p(x) To(y)
Pour commencer, soient x et y deux nombres réels .

PO TeY)=MHx-1DTMy—1)
=Mx-14+y-1+1)
=Mx+y-—1)
=p(x+y)

D'ou ¢ est un homomorphisme de groupes.

La Question: 1) b)

Premierement, On veut-bien montrer que ¢ est
une bijection. Il suffit de résoudre I'équation

@(x) = M(x — 1) dans R et montrer qu’elle admet
une seule solufion réelle .

Etant donnée M une matrice de E, alors par
définition de I'ensemble E on peut écrire M sous la

forme M =M(x) = (1__2; i fo

nombre réel. Donc ¢(x + 1) = M(x)

c-a-d : (VMeE)(3!xeR) : @(x +1) = M(x)

Et d'aprées la définition d'une application bijective
on conclut que ¢ est bien une bijection

Ainsi, I'image du groupe (R, +) par ¢ est le groupe
(ET) (car ¢(R) =E )

) avec x est un

Rappel : Si f est un homomorphisme d'un groupe
(G,*) vers un ensemble (F,T) . alors I'image du
groupe (G,*) par f est le groupe (f(G),T) .

Les propriétés caractéristiques du groupe (E,T)
seront déduites a partir de celles du groupe (R, +)
par le biais de I'application ¢ . Autrement-dit, il suffit
d'exploiter I'égalité ¢(R,+) = (E,T) .

Comme (R, +) est commutatif alors (E,T) I'est aussi.
Comme 0 est I'élément neutre de (R, +)

alors ¢(0) sera I'élément neutre pour (E,T) avec

e(0)=M0O0-1)=M(-1) = (% :}) Donc la
2 -1

5 _1) sera l'élément neutre pour (E,T) .

matrice (
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Le symeétrique d'un élément ¢(x) dans (E,T) est
I'élément ¢(—x) dans (E,T) (car - x est le symétrique
dexdansRetona: ¢(-x) =M(—x-1)

La Question: 2) a)

_(1—x ¥ 1—y y
M(x)XM(y)‘(—Zx 1+2x)x(—2y 1+2y)

=( 1-x)1-y)—2xy y(1—-x)+x(1+2y) )
=2x(1=-y)—-2y(1+2x) -2xy+(1+2x)(1+2y)

_(1—x—y—xy % Loty )
T \-2x—-2y—2xy 1+4+2x+2y+2xy

_(1—(x+y+xy) x+y+2xy) )
T\ 2(x+y+xy) 1+2(x+y)+xy

=Mx+y+xy)

La Question: 2) b)

E est un sous-ensemble de M, (R) puisque c’est
I'ensemble des matrices carrées, d'ordre 2 &
coefficients réels, qui s'écrivent sous la forme M(x)
définie dans I'énoncé. Soient M(x) et M(y) deux
éléments de E, Alors On a d'apres la question
précédente : M(x) x M(y) = M(x + y + xy)
comme x et y sont deux nombres réels

alors (x + y + xy) est aussi un nombre réel

d'ou: VM(x),M(y)eE : M(x)xM(y)€eE

Donc E est un sous-ensemble de M, (R) stable par
la multiplication matricielle x dans E.

x est commutative dansE car:

M(x) X M(y) =M(x+y+xy)
=M(y+x+yx)
= M(y) X M(x)

La Question: 2) c)

Soient M(x) , M(y) et M(z) trois €léments de E.

M) x (M(y) xM(2)) = M) XMy +z+1)
=MQ2x+y+z+1+xy+xz) ()

(M) XM©®))T(M(x) x M(2))
=Mx+y+xy) TM(x+ z + xz)
=Mx+y+xy+x+z+xz+1)
=MQ2x+y+z+1+xy+xz) (xx)

D'apres les résultats (x) et (xx) on ftire :

M(x) x (M(y) x M(2))
= (M(x) x M(3) T (M(x) x M(2))

Donc x est distributive a gauche parrapport a 1.
on vérifie aisément la distributivité a droite de x par
rapport a T pour conclure finalement que x est
distributive par rapport a 1.

Soit M(x) un élément de .

ME)TM(-1) =Mx—-1+1) = M(x)
M(1D)TM@E) =M(=1+x+1) = M)

Donc M(—1) est I'élément neutre du groupe (E,T)
pour la matrice unité I.

onatoutd'abord I = ((1) (1)) = (_12—x00 ke g % 0)

soit M(x) un élémentde Eona:
M(x) X M(0) = M(x + 0+ x0) = M(x)
M) X M(x) =M+ x+ 0x) = M(x)
Donc M(0) = I est I'élément neutre de la
multiplication matricielle x dans E.

La Question: 3) a)

Soit x un nombre réel différent de —1,

—X -x x?2
M(X)XM(1+x)_M<x+1+x_1+x>

x2+x—x—x2
=M
1+x

=M0) =1

La Question: 3) b)

Rappel : soit E un ensemble muni de deux lois de
compositions infernes x et T ..

(E,*,T) est un corps Si et seulement si :
(E %) est un groupe abélien (commutatif)
(E\{e},T) estun groupe
T est distributive par rapport & *

Avec e est I'élément neutre du groupe (E,*) .

Soient M(x) et M(y) deux éléments de E\{M(—1)}
Ona: M(x) xM(y) =M(x+y+xy)

x#—1 y(x+1)#0

y¥—1 x# -1

Donc x+y(x+1)# -1

cad: (x+y+xy) -1

D'oU: M(x+y+xy)e E\{M(-1)}

Comme { alors {

Donc x est une loi de composition inferne dans
I'ensemble E\{M(-1)} .

Comme x est associative dans E alors elle I'est
aussidans E\{M(—1)}.comme I = M(0) est
I'élément neutre pour (E,x) et M(0) e E\{M(—1)}
alors I est aussi I'élément neutre pour x dans

E\{M(=1)}

Comme VxeR\{-1} ; M(x) xM (5—3-) =]
alors tout élément M(x) de E\{M(-1)} admet un

symétrique M(%) dans E\{M(-1)}
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Finalement : On a trouvé que x est une loi de

composition inferne dans E\{M(—1)} , associative,

admet un élément neutre et qui vérifie la symétrie
des éléments de E\{M(-1)}
alors (E\{M(-1)}; x) est un groupe (1) .

Mais d'aprées les questions précédentes on a vu
que (E,T) est un groupe (2) . et aussi que x est
distributive parrapport a1 (3). Donc on tire des
résultats (1) , (2) et (3) , a I'aide du rappel que
(E,1,%) est bien un corps qui est commutatif car la
loi x est commutative dans E.

Le Quatrieme Exercice

La Premiere partie

La Question: 1) 1)

lim f(x) = lim x (1 + (In x)z) = 400

X—=+4om

+oo 400

X
lim @ _ lim 1+ (Inx)%? = 4o
X—-4+00 X X—+co

Donc la courbe (€) admet une branche
parabolique suivant I'axe (0Y)

La Question: 1) 2) a)

. ar . 2
ler(r)1+ f(x) = xll,r(’}r x(1+ (Inx)%)

— 2
ler(lJ‘l+ x + x(Inx)

: 2
0+ xll’rgl+ x(In x)

: 2 2
= xli%q+(\/§) (2Invx)
= lim 4t%Int
t—0+
t=Vx
= lim (4t)(tInt) = 0 = £(0)

t—0+

0 0

Alors la fonction f est bien continue a droite en 0 .

La Question: 1) 2) b)

I f(x)
m —
x-0%t X

= Jrllr(r)l+ 1+ (ln x)z = 400

—00

I'axe (0Y) est tangente a (€) au voisinage de 0O .

La Question: 1) 2) ¢)

f(x)=(nx)?2+2(nx) +1
=(nx+1#>0; Vx>0

Alors la fonction f est purement croissante.

La Question: 1) 3) a)

f () = (Inx + 1)?

f" est dérivable sur ]0, +oo[ comme étant un carré
d'une autre fonction aussi dérivable. La dérivée
seconde " est définie par:

f“(x)=2(lnx+1).%=w

Si x=3 Alors f"(x) =0
Si x> Alors " (x) >0

Si x <z Alors f"(x) <0
Alors ef G)) est un point d'inflexion a (C) .

La Question: 1) 3) b)

f(x)—x=x(1+ (Inx)?) —x = x(Inx)?

signe(f(x) — x) = signe(x(In x)?)
= signe(x) ; car (Inx)®>>0

=(+)

= Vx20; f(x)—x=20
= Vxe[0,4+[ ; f(x)=x

Alors :

La Question: 1) 3) c)

y @

Q/ X

La Deuxieme partie

La Question: 1I) 1)

Soit (B,) la proposition définie comme suit :

(B,) : is u, <1 . Examinons la véracité de (B,)
pour chaque n de N & |'aide du procédé de
récurrence. L'instance (Py) est validée car tout
simplement i < 5 1,

Soit n dans N et on suppose que (B,) soit vraie.
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(B) est vrale = e 1<su, <1
= fle™) < f(u,) < fQD)
= %Sf(un)<1 5 car fest 2

= 1<2< ()<
5 <7 =/flw

1
= ;< f(un) < 1

1
= ; < f(un) - |
= (P,4+1) est vraie

l'instance(P,) est vraie

Alpsi {l'instance(Pn) implique (P,+1) ; VneN

Donc (B,) est toujours vraie
C-a-d: (VneN) ; =< u, <1

La Question : 1) 2)

WE>0) @ flx)=2
(pour x =uy) = f(up) 2 uy
car (vneN) ; u, = % >0
Donc (VneN) ; u,41 = u,
Et par définition de la croissance des suites on

conclut que (u, ),y €st une suite croissante.
Or, vneN ; u, <1 (majorée par 1)

Donc (u,),.ny converge vers une limite réelle [ .

La Question : 1l) 3) a)

1
(VneN) ; ES 7R |

<l<1 ; passage aux limites

La Question: Il) 3) b)

Uns1 = f(u,) ; VneN
()

1
Uy =—
"7 ¢

f est une fonction continue et croissante,
soit [ = lim,(u,) ; Donc [ vérifie : | =f().

e 11+0nD?) =1

& 1+(nd?*=1;:1%0
(nD)2=0

Inl=0

=1

I3 3

La Troisieéme partie

La Question: I11) 1) a)

Une condition suffisante pour qu'une fonction f
admette des primitives sur un intervalle est qu’elle
y soit continue. Il est évident que la fonction h est
bien continue sur I'intervalle ]0, +oo[ comme étant
somme de deux fonctions trivialement continues
sur |0, +oo] . il reste a démontrer que :

Vx€e]0,+oo[ ; H (x) = h(x)

” - 2
Soitx>0; H (x) =sz +%(x7+2xlnx)

=2 4S 4yl
= 2 2 xXinx

=xlnx

= h(x)

La Question : 1lI) 1) b)

Je propose une démarche & base d'une
intégration par parties.

Rappel : I'intégration par parties est la méthode a
travers laquelle on transforme I'intégrale d’'un
produit de fonctions en d’autres intégrales dans le
but de simplifier le calcul :

b b
f u(x) v (x)dx = [u@)v(x)]? —f u' (x) - v(x) dx

f "t - (no2de = VO - f “uli ey
Ld' ) v 1

—tz(lt)zx fxc221t1dt
SIEE L S AT e

21 2 x
=ﬂ—f tIntdt
2 1

La Question: IlI) 1) ¢)

Evaluons d'abord I'intégrale suivante : flx tint dt

f Gl ] H'(t)dt = [H©O)
1 1

=H(x)—-H(1)
-1 1 1
2 X +2x lnx+4
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F(x) = J; £(t)dt

= fxtu +(nt)?) dt
1
(Int)? dt

tdt +

f ‘flv(t) u(t)
[ ] [ (lnx)] f (— 2Int- l)d
x%2 1\ x%(Inx)?

(52

e 4 +x2(lnx)2 (—1 2_*_1 2 +1)
~\Z "2 2 g~ Tg¥t ety

j (tint)dt

3x2 3 x%(Inx)? x%Inx
4 4 2 2
La Question : Ill) 2) a)
i 3x% 3 " x*(Inx)?> x%*Inx
o 2 2

F est continue sur [0, +o0[ comme étant somme de
quatre fonctions toutes continues sur [0, +oof .

La Question : Ill) 2) b)

hm F(x) = ]m’ol+
X —

3x? 3+x2(lnx)2 x%Inx
4 4 2 2

e (_3 Bl 0) -
=13 -
La continuité a droite en O nous donne :
-3 0
xllr(?+ F(x)=F(0) = e fl f(t)dt
1
- =f f(t)dt
0

Le Cinquieme Exercice

La Question: 1) a)

Soientx>0ette[x,2x] = x<t<2x

= -2x<—-t<—x

= g P Let<Le®; Bxpest ?
La Question: 1) b)
Soientx > 0 et t € [x, 2x]
=i = s e—2x e—t e x
e <e‘'<e =1 : STST,t>0

2x e—2x 2x e—t 2x e~
o [ [ (s [ ()
X t X t % t

J'ai le droit d'introduire I'intégrale parce que les
trois fonctions sont foutes continues sur [x, 2x|
et aussi x < 2x gardera |'ordre inchangeable.

~*[In|t]]3*
= e *(n2)<gk) <e*(n2)

= e X[n|t|]]?** <gx)<e

La Question: 1) c)

e ?*(In2) < g(x) < e *(In2)
2% 0F x% 0"

In 2 In2

= li%1+g(x) =1n2 = g(0)

=> g est bien conitnue a droite en 0

La Question : 2)

Soit a un réel strictement positif.

La fonction ¢ : t +— eT est continue sur 0, +oo[

et ae]0,+o[ Donc y : x»—>f( )dtes’floseule

fonction primitive de ¢ sur ]0, +oo[ qui s'annule en a
Vit = 0 1,[1 (x) =)

C-ad : {

Y(a) =0

g(x)= szx (?) dt = szw(t) dt

= La(p(t) dt + j:q;(t) dt

= J' qu(t) dt + f Zx(p(t) dt

= =p(x) +P(2x)

g est dérivable car elle s'écrit sous la forme
d'une somme de deux compositions continues
de fonctions continues.

g () =—9'(x) +2¢'(2x) = —p(x) + 2¢0(2x)

—e™* 2e72
= +
X 2x
e—2x .
X

La Question: 3) a)

Soit t>0.lafonction h:x++— e™ est dérivable
sur R tout entier, I'usage du TAF est donc valable
sur n'importe quel intervalle dans R .

En particulier sur [0, t]

{ h est continue sur [0, t]
h est dérivable sur 0, t[
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h(t) — h(0)

Donc : 3ce0,t]; =h'(c)
t—20
0<c<t
— e_t—l 7
= —e
t
0<c<t = —-t<—-cc<0
= @t €1 ; BExpo est 2
= —1<—-e‘<—et
e t—1
= —-1< <—et;t>0

t
La Question: 3) b)

Soient x et t deux nmbres réels strictement positifs.
et -1
t

2x 2x e—-t s 2x
= f (-Ddt < J ( )dt & (—e Y dt
X X t X

On aintroduit I'intégrale sur cet encadrement
car la continuité est vérifiée et x < 2x

=>—m?sf“6;>u—fheyuswﬂw

= —x<g(x)-In2<e - *

-1< <—et;t>0

=

i =2% _ p—X
_1Sg(x) ln2<e e

< ; x>0
X X

La Question: 3) c)

Calculons tout d'abord cette gentille limite :

e—2x = e-—x e_x — eO
. N
X'L%u( x ) e >( x-o)

= (e")((e™) jx=0)

= (e (-e™)
=-1
; x)—-In2 fe 2*—e*
D ou: —1Sg() : S( )
X X
x> 0"
x>0t
-1
-1
—g(0
= lim (_g(x) 9( )> =-1€eR
x-07% x—0

= g est dérivable a droite en 0
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