Le Premier Exercice

La Question: 1)

Tout d'abord, E est une partie non-vide de M3(R)
puisque c'est I'ensemble des matrices carrées
d’ordre 3 qui s'écrivent sous la forme

M(x,y) et M(0,0)=0¢€E.

soient (x,y) et (a,b) deux éléments de E :

x+y—a—-b 0 -2y +2b
M(x,y)—M(a,b)z( 0 0 0 )
y—>b 0 x—=y—a+b

_ . (x—a)eR

=M(x—a;y—b)€eE car (y—b)eR

D'ou: (E,+) estun sous-groupe de (M3(R),+) .

La Question : 2)

M(x,y) X M(x',y") =

x+y 0 =2y x +y 0 =2y
=( 0 0 0 )X( 0 0 0 )

y 0 x=y Yy 0 x-=y
((x +Y)E +¥)-2yy 0 -2y (x+y)—-2y(x - y’))
= 0 0 0

yx' +y)+y(x—y) 0 =2yy +x-»& —-y)

(xx' —yy) + (xy +yx) 0 —-2(xy’ +yx)
= ' 0 0 ' 0 ’
(xy +yx) 0 (ox —w)—(xy +yx)
=M(xx —yy ; xy +yx")€E ; car xx —yyeR
= YV i XY vy 3 xy +yx eR

La Question: 3) a)

Soientz = x + iy et 2’ = 2’ + iy’ deux éléments de C*
et soit ¢ I'application suivante :

p: (C,x) — (EX)
z=x+iy — @) =MQx,y)

o(zx2) = p((x +iy)(x" +iy))
= o((xx’ —yy) +i(xy +yx"))
=M@xx —yy ; xy +yx')
=M, y) xM(x,y") ; daprés?2)
= ¢(2) x ()

Ainsi @ est 1 homomorphisme de (C*,x) dans (E,x)

La Question: 3) b)

Soit M(a,b) un élément de E* .

I'équation ¢(x + iy) = M(a,b) admet une seule

solution x +iy =a+ib Donc:

(VM(a,b) e E*),(3! (x+iy)eC"): o(x+iy) = M(a,b)

c-a-d que ¢ est une bijection de C* dans E* .
Déslors: @(C*) =E* .

comme ¢ est un homomorphisme de C* dans E

et comme (C*,x) est un groupe commutatif,

alors la structure algébrique de (C*,x) sera

tfransmise vers (E*,x) via l'application .

(€*,x) groupe commutatif = (E*,x) Aussi .
(1+i0) estl'élément neutre de (C*,x) =
@(1+i0) = M(1,0) estl'élément neutre pour (E*, %)

La Question : 4)

(E, +,X) est un groupe commutatif car:

m (E,+) est un groupe

m (E*,X) est un groupe commutatif
m X est distributive par rapport a +
B X est commutative dans E

car :

La distributivité de x parrapport & + :

M(a,b) x (M(x,y) + M(x', )
=M(a,b) xM(x +x'; y+y)
=M(a(x +x) - by +y) ; a(y +y) +bx +x))
=M(ax+ax —by—by ; ay+ay + bx+bx')

M(a,b) X M(x,y) + M(a,b) x M(x',y")
= M(ax — by ; ay +bx) + M(ax — by ; ay + bx')
= M(ax — by +ax —by ; ay+bx +ay + bx')

Donc la distributivité a gauche est vérifiée.
Méme procédé pour la distributivité a droitfe.
Pour la commutativité de x dans E,ona:

M(x,y) x M(x',y") = M(xx —yy'; xy +yx')
= M(xx' — yy' s y'x + x'y)
= M(x',y") X M(x,y)

La Question : 5) a)

0
AXM(x,y) = (0
0

0
0

cocoo Oor O
oo
v
Il
S

Badr Eddine El Fatihi - OQuarzazate - 00212660344136 - www.professeurbadr.bloaspot.com - session normale 2016 - |la paage : 248



La Question: 5) b)

Soient M(x,y) une matrice de E et M(x',y") son
symetrique dans E.

M(x,y) X M(x',y) = M(x,y) x M(x,y) =1
M(x,y) x M(x',y") =1 car x est commutative
AXM@,y)XM(x,y)=AxI=A
OxM,y)=A4A

0=A

0=1; cestabsurde

L1311

Donc M(x,y) n'est pas inversible ( n'admet pas de
symetrique )

Le Deuxieme Exercice

La Premiere partie

La Question: 1) 1)

173/(a® + b)) = (a® +b3) = 0[173]
= a3 = -b3[173]
= (@)% = (-b*)°*"[173]
= 17! = —p171[173]

La Question: 1) 2)

173/a &> 173/a® ; 173€P
& a® =0[173]
& (a +b3) = b3[173]
& b3 =0[173]
& 173/b3
& 173/b; car 173 € P

La Question: [) 3)

173/a = 173/b ; d aprés?2)

173/a
173/b

= 173 divise toute combinaison linéaireena et b
= 173/(a + b)

La Question: 1) 4) a)

Rappel du Théoreme de Fermat :

pelP

p—1 =
anp=1 = @@= =1p]

Comme 173 ne divise pas le nombre a, alors 173
ne divise pas b & cause de I'équivalence de la

question2) : 173/a <& 173/b
w a0 IF3NG=]T
On peut Donc écrire : 173 7D = 1

al’? = 1[173]

Ainsi d'apres Fermat : {am = 1[173]

D'oU: al7? = p172[173]

La Question: 1) 4) b)

al’l = —p171[173] a(al’!) = —a(b"1)[173]
ot
al”? = p172[173] a7 = p172[173]

- { a'”? = —a(b'")[173]
gt = pFE[{73]

= b2 = —a(b'"H)[173] ; la transitivité
— 173/b'7\(a + b)
= b (a+b) =0[173]

La Question: 1) 4) c)

173Ab=1 = 173AbV71 =1

171
= 173/(a + b) ; car 17%/b (a +b)

c est Gauss

La Deuxieme partie

La Question : Il) 1)

(x,y) est solution de (E) = x3+y3=173(xy+1)
x+y)x2=xy+y?)=173(xy + 1)
173k((x —y)? + xy) = 173(xy + 1)
k(x—y) +kxy=xy+1
k(x—=y)?+(k—1xy=1

Ly

La Question : 1) 2)

oubien k=1

el = wal = |oubienk>1

Sik>1 = (k—1)>0
et(k—1xy>0
= |et(k(x—)y)yz>1; XEYy
= k(x—=y)?+(k-Dxy>1
= 1>1; cestabsurde
= k=1; cestlecasrestant

= {x+y=173x1
1x—y)?+(1-Dxy=1
— {x+y=173
(x-y)P=1
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ou bien {x+y= 143
o= x—y=1
. {x+y=173
ou bien
x—y=-1

{ou bien (x,y) = (87,86)
ou bien (x,y) = (86,87)

soit § I'ensemble des solutions de I'équation (E)
dans N2* . Le résultat est :

ou bien (x,y) = (87,86)

(.y)es = { ou bien (x,y) = (86,87)

873 + 863 = 1294559

Inversement :
173(87 x 86 + 1) = 1294559

Ainsi : 873 + 863 = 173(87 x 86 + 1) .
C-a-d que : (87,86) €S et (86,87)€S

La conclusion: § = {(87,86) ; (86,87)}

Le Troisieme Exercice

La Question: 1) a)

5 2717,
Zl—ZxZZ_ 1 Zl+22 X(ZZ)
Z—2Z 7 5 2212y Z;
2 A + Zy

z1(zy + z3) — 2212, s Z

T z(z tz) 2212, 7

 nntz—2z 7
_szl +zz—221xz
1tz -2z

Tzt 2z, -2z

Z1 — 2

Zy —Z1
=-1

La Question: 1) b)

Zl—Z ZZ ZM, — ZMm Zyg, — Zp
x—=—-1<:)( 1 X 2 =—1¢R
ZM, —Zm Zm, — Zo

{ ou bien M, My, M, et O sont colinéaires
ou bien M, My, M, et O sont cocycliques

0, M; et M, Sont supposés différents deux a deux
dans I'énoncé . Alors M, M;, M, et O ne peuvent étre
colinéaires. D'ou les 4 points sont cocycliques .
Autrement-dit : M appartient au cercle circonscrit
au triangle OM; M,

/1‘\_/0

(¥4, M7, = (0M5,00%; ) [n]

La Question : 2)

- __ (2212 2212 257y
Zy = 1 — L= ( ): — = =
Al +22 Z1 +ZZ Zq +Zl
27 2|z |2
- 121 _ |z1] eR
Zq + Al Zme(zl)
= zeR
= M e (I'axe réelle)
La Question: 3) a)
Soit r la rotation définie comme suit :
r@i) : (P) = @)
M(z) — M'(z)
rMy) =M, (zM2 —2zp) = €@ (le —-2p)
& =g
La Question: 3) b)
zl—zxz_2=_1 . z1—z=—_zl
Zy) —Z Zh L4 Zy
Z1—Z -z -1-z :
—— |1 =|-—1|= - : =|e—la|=1
Z;— 2 Z e!% «zy
Z1— Z
= I =1
Zy —Z
= |z —z| =z, — 2|
= MM, = MM,
= M € lamédiatrice de [M{M,]
La Question : 4) a)
_—r N
z, et z, sont Ltz = :
solutions de (G) = ei® —1
212y = 6
2 0 __
e Z12Z _ Z(e‘ 1)
z + 7y e +1
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La Question: 4) b) La Question: 1) 2) b)

Rappel des formules d'Euler : f<x = ef<er = x < eX
- X =Y\ (XY 1—e™
elx_ely=2i5i“( y)el( ") avecl—e™* >0

== e [

y g X (X+y >0
e* +eV = 2cos( y) () carx
Z = x+1<e*
el —1 if _ pi0 ]
7z =2 (W) =7 (m) La Question: 1) 2) c)
(040
2i sin (6 ; 0) e‘(T) 0<8<x = e%<e? <e*;Expestcontinueet 7
B ST ) PP B
2cos( 5 )e 1 —e—*
oy (2.2 % x
=2i.tan(_)_et(2 4 = In1<In(;=—) <In(e*)
() o In est continue sur R} est 7
= 2e\Z/ tan (E)-e‘o
0 (m) La Deuxieme partie
= 2tan (—2—) -e\2
Bk 7 La Question: I1) 1) a)
=[2tan(3): 5]
lim f(x) = li (xex) I (xex)
- - 1m X) = lim = |lim
Le Quatrieme Exercice x=0* x=0t\e* = 1) x-0+\e* —1
eX lim e*
ie H = lim — x0%
La Premiere partie x—0+ (e" — eo) i (e" — eo)
x—0 xir(l)’l+ x—0
La Question: 1) 1) 0 0 : ;
- —’_(e")/xzo gl f(0)

La fonction ¢ : t — e~ est dérivable sur R tout
entier comme étant la composée de deux

; s . s Donc f est contfinue a droite en 0 .
fonctions dérivables bien définies sur R (e ® c R) .

On peut ainsi appliquer le TAF sur n'importe quel La Question : 11) 1) b)
intervalle I inclus dans R . Soit x un réel strictement
positif :

; ) xe*
lim (f(x) —x) = lim ( - 1—x>
@ est continue sur [0,x] x—>+oo x>+ \ @X —

@ est dérivable sur ]0,x|[ ( . ) {
x)—@(0 = lim = lim =0
= EGG]O,X[ : (M)zqo'(e) x—+00 \e¥ — 1 x—+00 ﬁ_l
-0 X X
= 0<0<x ; (e_x — 1) = —e~0 Donc la droite (4) : y = x est une asymptote pour
x (¢r) au voisinage de +oo

X
= 0<60<x ; ( )=e9
La Question : 1) 2) a)

La Question: [) 2) a)

Soientt>0et x>0.

= 1-t<et; dapres)2)a)

=3 Lx(l—t)dt<Lx(e_‘)dt

>0 = ef>1 = o |

l1—e*

= x>1—e*>0; carx>0

J'ai le droit d'introduire I'intégrale [; dt car ces

deux quantités sont intégrables ( la confinuité est
vérifiee ). L'orde n'a pas changé a cause de 0 < x
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£217 La Question : Il) 3) a)

= [t—7 < —[e7*]§
0 Soit x > 0:

22

= <x—7)<—e_x+1 1) xe*
f(x)—l_(ex—1>_1_xex—ex+1
De méme, Soient t >0 et x> 0. * » x(e* —1)
1
xe¥ S xe* (1_§+xe")
= 0< ln( = 1) ; d apres 1)2)c) x(e* —1)

xe® xe* xe* —e* +1
= el el"(e‘—l) = ( ) ( )

ex —1 x2ex
X
= 1< :e _ xe* e* x—1+e™
gt=1 T lex—1) \ex x2
= 1< ool
e e x—1+e7*
PRl =(T>f(x)
x
= 1<
1—e™™

La Question: Il) 3) b)

On mulfiplie les deux cbtés de cette inégalité par

o s @ e ‘ -1 i

le nombre positif (1 —e™), il est positif car x >0 “%1, (f(xi ) _ “%L (x : e )f(x)
X=> A=

= (1-eM)<x

= (2): —e™*+1<x ; joliment = lim (ﬂ> x lim, f(x)
x—07t x? x-0%
x? 1 1
(1)et(2)=>Vx>0;x—?<—e‘x+1<x =EXI=E

2
Pour x=0,0na: x—%=—e‘x+1=x=0 (m)

_— il x="1+4e* 1 )
T —_— == 7
On écrit finalement : B POt x? 2
52
(Vvx=0) ; x—7s—e‘x+1$x (m) x>0t = x=20
= r e*+x-1)< 2
La Question : Il) 2) b) 2 6] i
1, 1 +x—=1 1
a-t-On le droit d’intégrer la formule m ? (E—gx) < ( ) (E) =0
Oui, effectivement, On a le droit de le faire car les -
trois quantités sont des fonctions continues sur R 1 _lx S + acl 1) < (1)
tout entier . Et x > 0 gardera le sens de |'ordre 2 6 2
inchangeable . ; ; x% 0F
X
(m) = x——<-e*+1<x 4
2 2
t x2 t t
= f (x—-—)dx< (—e"‘+1)dx<fxdx I g tx—1N 1
0 2 0 0 = pe =5
t 2 t
X X = ¢ X
[7—z+cte] < [e™* +x+cte]§ < 7+cte] o f(x)—l _1
0 0 Ainsi : llrgl p =
&2 32
D s ~t - . - f(0 1
(2 6><(e 4t 1)<(2) s t>0 £y ]im<f(x) f( )>=_
x-0% x—0 2
Cette inégalité reste vraie pour t=0. 5 : _
Donc ﬁno?emen’r on écrit :IO R
=

: 1
en 0 et fd(0)=§

2 3 2
(Vt>0) : (%—%) <(et+t—1)< (%)
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(€¢) admet la demi — droite ()

1
de coefficient directeurz comme
=
tangente a droite en (0,1)

1
@) :y =§x+f(0)

La Question: 11) 4) a)

Comme x +— xe* est dérivable sur |0, +[ comme
étant produit de deux fonctions dérivables. Aussi la
fonction x — e* — 1 est dérivable sur |0, +oo[
comme étant somme ( différence de deux
fonctions dérivables ) ; et vx >0 ; e*—1#0.
Alors f est dérivable sur |0, +oo] comme étant
quotient de deux fonctions dérivables sur 0, +oo] .
soit x € |0, +oo| :

fw= (e,’f = 1)

_EE % xe*)(e* — 1) — (e*)xe*

_ (xe®) (e* —1) — (e* — 1) xe*
- (= —1)

(e®—1)*
. AR (e" 1) —xe™
- (ex—1)?
_e*((A +x)(e* —1) —xe¥)
B (ex—14)*
_ gt —gte = L=g2p")
B (e* —1)*
_ €@ =1 %)
T (ex—1)?

La Question : 11) 4) b)

(e*—1)2 =0 ; toujours

Ona:|e*>0; toujours
e*>1+x ; ID2)h)
eX(e*—1—x)

Done @ ——————=—20 ; V>0

(e —1)2
C—a—d : f(x)>0 ; vx>0
C—a—d fest 7sur]0,+oof ainsi sur [0,+o[

La Troisieme partie

La Question : I1I) 1)

Soit la proposition P(n) : u, > 0.
Pour n =0, on auy > 0. donc l'instance P(0) est
vraie. Soit neN et on suppose que P(n) est vraie .

P(n) est vraie = u, >0
= f(u,) > f(0) ; fest 7[0,+oo[
= f(u,) >1
= In(f(u,)) >In1 ; In est 7]0,+o]
= Uy >0
= P(n+1) est vraie
P(0) est vraie
P(n) = P(n+1); vneN
Alors : (vneN) : u, >0

Ainsi on a trouvé : {

La Question : I1l) 2)

DN2)c) = 0<In(f(x))<x; Vx>0
= 0= In(fai,)) < i, @ Baru >0
= 0<uy4 <u, ; VneN
= (Up)nen €St strictement \
= (Uy)neny CONverge car minorée par 0

La Question : I1l) 3)

f est une fonction définie sur [0, +oo| .
Onad'apres )2)c) : (Vx> 0) ; In(f(x)) < x.
Autrement-dit : V x € ]0, +oo[ ; In(f(x)) # x .

Mais In(f(0)) = In1 = 0. Donc la seule solution de
I'équation In(f(x)) = x est 0 dans|’ensemble
10, +oo[ U {0} = [0, +oo[ . C-a-d dans [0, +oo].

Rappel : Soit f une fonction numérique continue
surun intervalle I de R tel que f(I) c I

Et soit (u,), une suite récurrente définie par
U1 = f(w,)  avecuygel .
Sila suite (u,), converge vers la limite [, et lel
Alors (1) = 1.

OnposeVxe[0,+o[ ; @(x)=In(f(x)).
@ est continue sur [0,4+o[ car c’'est une
composition de deux fonctions continues

(f etIn). Et f£([0,4+00[) =[1,+400].

On aaussi ¢([0,+[) =In([1,+[) = [0, +oo] .
Comme (u,), est convergente vers [ alors d'apres
le rappel, la limite [ vérifie (1) = L.

C-ad: In(f()) =1. d'ou | =0 = lim,e(u,)
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Le Cinquieme Exercice

La Question: 1) a)

1
On pose Yx)=——; Vx>0

ve* —1 '

Y est une fonction continue sur ]0, +o[ comme
étant une composition bien définie de frois
fonctions continues.

Onremarque que (Vx>0) ; Y(x)>0.

Donc le signe de I'intégrale fl’; 5 Y(t) dt depend de

I'ordre entre In2 et x.Si x<In2 = [ ¢()dt<0.

Six>In2 = flizzp(t)dt>0

La Question: 1) b)

Rappel : Si f est confinue surl et ael.

Alors f admet des primitives sur I . En particulier f

admet une primitive ¢ qui s’annule en 0 et qui

vérifie - {Vxel s (p’(x) = faxf(t) dt et ¢(a) =0 .
vxel ; @ (x) = f(x)

On a y est continue sur |0, +oo| et In2 € ]0, +oo[

Alors ¥ admet une primitive F qui s'annule en In 2

vx>0; F(x)= [ ,y(®)dt et F(n2) =0

Vx>0 ; F(x)=9X) '

Donc F est dérivable sur ]0, +oo] .

Ef Vx>0 F () ===

Avec :

La Question: 1) c)

Vx>0; F(x)=ykx) = >0

1
ve* —1
D'ou F est strictement croissante sur 0, +oo .

La Question: 2) a)

On pose u =+eX* —1 .la fonction u(t) est dérivable
sur 10, +o0[ comme composée de deux fonctions
continues .

, _du et _u2+1
P TR e Y
2u
= dt=(2+1)du
t=n2 © u=
t=x & u=+ve*-1
1 1
u=ve*—-1 & =—
et—1 U

L'intégrale devient alors :

[ 0) ()

&1, 4
=2f1 (u2+1)du

= 2[arctanu]}®" 1

= Z(arctan(x/e" -1)- arctan(l))
= (arctan(\/ex -1)- %)

= 2 arctan(Ve* — 1) —%

VeX—1

La Question: 2) b)

xlirgl+ F(x) = lim, (2 arctan(Ve* —1) — g)
(2 arctan (\/eD — 1) - -;E)

= (2 arctan(0) — -723)

Il

=2xX0 J
N 2

o | 4

2

lim F(x) = xlier (2 arctan(ve* — 1) _%)

X—+00
) /8
2 ( lim arctan t) - =
t—+4o0 2
t=ve*—1

La Question: 3) a)

F est une bijection de |0, +o[ dans F(]0,+[) car F
est continue et est strictement croissante sur |0, +oo|

F : 10,4 +— F(]0,+oo[)
X — x( - )dt
m2 Wet —1

F(J0,+o]) = | lim F() ; lim F()[ = ];szg[

-T T
F : P
19,4 ]2 9
X —
m2 \Wet —1
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La Question: 3) b)

-7
2 42

s
x +> 2arctan(ve* — 1) =%

F est une bijection Alors :

F : ]0,+0o] +— ]

(vye ]_Tn,%[)(alxe]o,h:o[) : y=f0)

(soitye ]%n,g[)(alors 3lx€]0,+o[) : y=f(x)

& y=2arctan(Ve* — 1) —g
y T
=) (E+Z) = arctan(\/e" -1)

= tan(-}i+—7£)=e"-1

2 4
R L
- tan(z);—tan(42[ —_—
1—tan(—-2-)-tan(-4-)
o T
1—tan(%)

)

- () (=t

2
< In (W) = ln(e )

< In(2) —In (1 — tan (%)) =X

NS (NI

Remarque : il est trop facile de montrer que :

In(2) —In (1 — tan (%)) >0

Finalement:

F-1 ]_7”%[ — 10, +oo]

y = ln2—ln(1—tan(§))

))
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