Correction de I’examen normale 2022:

L'épreuve est composée de quatre exercices indépendants entre eux et un
probléme, répartis suivant les domaines comme suit :

Exercice 1 Géométrie dans |'espace 3 points

Exercice 2 Nombres complexes 3 points

Exercice 3 Calcul des probabilités 3 points

Exercice 4 | Equations différentielles et calcul intégral | 2,5 points

Probiime Etude de.fonctionf 'numériques 8.5 polits
Suites numériques

e On désigne par Z le conjugué du nombre complexe z et |z| son module
¢ In désigne la fonction logarithme népérien

Exercice 1 || 3 points I

Dans I'espace rapporté a un repére orthonormé direct (O; 7; J ; 7) On
considére les points A(0;1;1) , B(1;2; 0) et C( 1:1;2)

1) a Montrer que : AB A R T+ k (0,5)
a En déduire que x+z—1 = () est une équation cartésienne du
. plan (ABC) (0,25)
2) Soit (S) la sphere de centre £(1;1;2) et de rayon R = /2
Déterminer une équation de la sphére (S) (0,5)

3) Montrer que (ABC) est tangent a la sphére (S) au point A (0,5)
4) On considére la droite (A) passant par le point C et perpendiculaire

au plan (ABC)
a Déterminer une représentation paramétrique de (A) (0,25)
b Montrer que la droite (A) est tangente a la sphére (S) en un
point D dont on déterminera les coordonnées (0,5)
¢ Calculer le produit scalaire AC. (7 + T) puis en déduire la
distance d(A, (A)) (0,5)

Solution de I’exercice 1 :

1) a) Ona:AB(1;1;—1) et AC(—1;0;1), alors:

)
| 0

> |1 —t]= |1 =1
10
— T
donc:ABAAC=T7 -0/ +K =7+ K Cestadire: ABAAC(1;0;1)
b) Ona:A € (ABC) et ABAAC L (ABC) alors :

—
M(x:y:2) € (ABC) & AM-(ABAAC)=
& 1(x—0)+0(y—1)+1(z—1)=0
& x+z—1=0
Donc::(ABC) : x+2z—1=0
2) Déterminons une équation de la sphere (S) de centre Q(1;1;2) et de rayon:R:\/i:ona:
M(xy:2) €(S) & (x—12+(@—-1)2+(z—2)*=(v2)?
& P14+ =+ 1+F—ds+d4=2
& P4y 42 -2—29—4z44=0
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Correction de I’examen normale 2022:

C’estadire : (5) :x2+y2+z2—2x—2y—4z+4:0

3) Ona:d(Q;(ABC))

|XQ—{—ZQ—1| 1+2-1 2, \/—
VIZ+02+12 V2 V2

donc le plan (ABC) coupe la sphere (S) en un seul point,

ona:A € (ABC), pour montrer que : (ABC) N (S) = {A}, il suffit de montrer que : A € (5)
ona:QA=+/0-12+(1-12+(1-2)2=y/1+1=+v2=RdoncAc (S),

etdonc: (ABC)N(S) ={A}

4) a)

b)

c)

Ona: (A) L (ABC) et (1@ /\R) 1 (ABC), alors @/\R est un vecteur directeur de (A)
x—=—141
etona:C € (A)alors: (A) y=1 /teR
z=2+t
Montrons que : (A) coupe la sphere (S) en un seul point :
Méthode 1 :
gr=—=]slef
y=1
=2
=12+ (y—-1)%+(z—2)%* =
Remplacons x ; y et z dans la derniére équation on trouve :

M(x;y;z) € (A)N(S) &

2 —4t+44+12=2 & 22—4t+2=0
& 2(°=2t+1)=0
s 2(-1)2%=0

< t=1
x=0
Remplagons ¢ par 1 ontrouve : ¢ y=1 etdonc: (A)N(S) =D(0;1;3)
z=3

Méthode 2 :
Ona:ii = ABAAC est un vecteur directeur de (A)etona:C € (A)alors :

(6 (8)) = —"CTSWAZ"”

Pour déterminer les cordonnées de cet point il faut utilisé la méthode 1.

On a;AZé(—l;O;l),donc AZZ(7+z) =—Ix14+0x0+1x1=0
IICAAG+K)|| ||07i—27+0k|| 2
d(A;(A)) = = = = =2
||2] | V2 V2
Méthode 2 :On a:

= /2 =R, donc (A) coupe la sphere (S) en un seul point.

AC-G+H=0 o ACL@G+D
o AC 1 (A)

et donc C est le projeté orthogonale de A sur (A) et donc : d(A; (A)) = AC = /2
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Exercice 2 || 3 points I

Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé direct (O; 7; V) ,
on considere le point A d'affixe a = —1 — i\/i—i_,’le point B d'affixe
b= —1 4 iv/3 et la translation t de vecteur OA

1) Prouver que I'affixe du point D image du point B par la translation t
est d= —2 (0,5)
2
2) On considere la rotation R de centre D et d’'angle ?W Montrer que
I"affixe du point C image du B par la rotation R est c = —4 (0,5)

3) a Ecrire le nombre b: 3 sous forme trigonométrique (0,5)
b—=c\> c-d

b En dédui = 0,5

n déduire que (a - c) Y (0,5)

4) Soient (T") le cercle de centre D et de rayon 2, (I') le cercle de
centre O et de rayon 4 et M un point d'affixe z appartenant aux deux
cercles (T) et (I'V)

a Vérifier que |z+ 2| = 2 (0,25)

b Prouver que z+ Z = —8. Remarquer que |z| = 4 (0,5)

¢ En déduire que les cercles (I') et (I'') se coupent en un point
unique qu'on déterminera (0,25)

Solution de ’exercice 2 :

1)
_>
(B)=D < BD=O0A
& d—b=a
& d=a+b
& d=—1-iV3-1+iV/3
&S d=—2
2)
C=R(B) & c—d=eTi(b—d)
& c+2:ez-Tni(—l+i\/§+2)
& c:e%g'.(l—ki\/g)—z
& c:eZTni(Ze%")—Z
= c:26(27n+%)'.—2
& =282
& c=-2-2=—4
3) a

e'3

b—c —14+iV/3+4 3+iv3 324+6V3i—3 6+6V3i 1+\/§, .
—_— = — — = —_—f=
a—c —1-if3+4 3-iv3 32,3 12 2" 2

et
c—d —4+42 9 D - 2

— =i = - = _e—13 — ei(n_g) = gi:3_
b—d —14+iV/3i+2 14+iV/3 23
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Ona: (e'.%)2 —¢'7 donc: <

 b—d

b—c\?> c—d
a—c
4) ayMe()eDM=2&|z+2|=2
b) Me T OM=4% 7| =4
On pose: z=x+iy avec x;y € R ona:z+Z=2x: donc il suffit de calculer : x.
ona: |zl =4donc:/x2+y2=4etdonc:x>+y>? =16 (¥)
et:|z+2|=2donc: /(x+2)2+y2=2etdonc: (x+2)>+y> =4 (**)
La différence : (¥)—(**) donne:xz—(x+2)2:120-a-d: —4x—4=12 donc x=—4
d’olt: z+Z7=2Re(z) =2x=—8
c) SoitM(z) et z=x+iy avec:x;y€Rona: M(z) e T)N(") & |z+2|=2et |zl =4
d’aprés : 4)b) on a : x = —4 et comme : |z| =4 et | —4| =4 alors : y = 0 et par suite :
z=—4=cdonc: (I')NI")=C(—4)

Exercice 3 || 3 points I

Une urne contient dix boules : trois boules blanches, trois boules vertes et
quatre boules rouges indiscernables au toucher
On tire au hasard simultanément, trois boules de |'urne

, 1
J Montrer que p(A) = X ou A est I'événement : N'obtenir aucune

boule rouge (0,75)
a Calculer p(B); ou B est I'événement : Obtenir trois boules blanches
ou trois boules vertes (0,75)

( 1 \ (7 AN .
d Montrer que p(C) = 5 ol C est I'évenement : Obtenir exactement

une boule rouge (0,75)
3 Calculer p(D) ; ot D est I'événement : Obtenir au moins deux boules
rouges (0,75)

Solution de ’exercice 3 :

1) Ona:A={R;R;R} donc: card(A)=C2 =20 et card(Q)=Cj,= 120,
card(A) 20 1
donc: PA)= — 4 =" =_
mu B =T &
2) Ona:B="{B;B;B} ou{V;V;V}”donc: card(B) =C;+C; =2,
card(B) 2 1
donc: P(B) = == —
onc: P(B) = a@) =120 ~ 60
3) Ona:C = {R;R;R} donc : card(C) =C}+C?=4x15=60,
card(C) 60
donc: P(C)= ==
one: P(C)=2i@) = 120
4) Ona:D="{R;R;R} ou {R;R;R} donc : card(D) = (Cj x C})+C3 = (6 x 6) +4 = 40,
card(D) 40
d : P(D)= = =
ek B nne) 00

~—

o Nl=

LI | =
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Exercice 4 || 2,5 points I

On considéere la fonction h définie sur R par :
h(x) = (x+ 1)€*
1) a Vérifier que x — xe* est une primitive de la fonction h sur R;
puis calculer I = JO h(x) dx (0,75)
b A I'aide d'une intég_rlation par parties calculer
J= J Ol(x+ 1)%€* dx (0,75)
2) a Résoudre I'équation différentielle (E) : y” — 2y’ +y=0 (0.5)

b Montrer que la fonction h est la solution de (E) qui vérifie les
conditions h(0) =1 et h'(0) =2 (0,5)

Solution de ’exercice 4 :

1) a) On pose: H(x) = xe", la fonction H est dérivable sur Ret : (Vx € R) :
H'(x) =e"'+xe® = (x+1)e* =h(x): donc : H est une primitive de & sur R.

r= /_01 h(x)dx = [xe] | = ¢!

b) En utilisant une intégration par partie calculons : J = [ 91 (x+1)2e%dx :

fd(x)=¢ foulx)=é* .
On pose : { o= (b2 donc : { V(x) =2(1+x) donc :

0
7 = [(x+1)2e"]‘il—/ 2(x+1)e'dx
-1
0 -
= 1—2/ (x+1)e'dx
i

0

= 1—2/ h(x)dx
&
= 1—=2x1I
= 1-2¢7"

2) a) (E):y"—2y +y=0,1équation caractéristique de (E) est : 1> —2r+1=0
ona:A=0etr=1 donc lasolution générale est: y= (ox+p)e* o;p R
b) ona:y(0)=p et y(x)=oae'+ (ax+p)e* donc:y (0)=o+p

{ ;/((03)::12 <:>{ gié:2 <:>{ g:ll etdonc : y(x) = (x+1)e* = h(x)
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Probléeme || 8,5 pointsl

On considere la fonction numérique f définie sur R par f(x) = x(:sV“/2 - 1)2
J

(¢7) est la courbe de fdans un repére orthonormé (O; 7; J) (Unité :1cm)

1) Calculer lim fix) et lin 5
1 Jim f(x) et lim f(x) (0,5)
TS X . ’ ’ . ,

2) Calculer lilll L) et interpréter géométriquement le résultat (0, 5)
o X=—+00 X

(3) a Montrer que la droite (A) : y = x est asymptote a la courbe (%)

au voisinage de —x0 (0,5)

b Etudier le signe de (f(x) - x) pour tout x de R et en déduire la
position relative de la courbe (%7%) et la droite (A) (0,75)

(4) a Montrer que f'(x) = (&% - 1)2 + xe/% (e¥/2 = 1) pour tout x
de R (0,5)
b Vérifier que x (€/? — 1) = 0 pour x de R puis en déduire le signe
de la fonction dérivée f’ sur R (0,5)

¢ Dresser le tableau des variations de la fonction fsur R~ (0, 25)

® 2 Montrer que £/(x) = 7¢"%(x): ob g(x) = (2x-+ 4)e/2 = x— 4

pour tout x de R (0,5)
b A partir de la courbe ci-contre de la fonction g, déterminer le
signe de g(x) sur R . Remarquer que : g(a) =0 (0,5)
¢ Etudier la concavité de la courbe (%7) et déterminer les abscisses
des deux points d'inflexions (0,5)
6
5
3
2
(%)
-10 -9 -3 -7 -6 -5 N\ -4 -3 -2 -1 ) 1 2
=
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6) Construire la courbe (47) dans le repére (0; 7; ) .
Onprend : In(4) 1,4, a~ —4,5 et fla) ~ —3,5 (1)
(7) a Montrer que la fonction f admet une fonction réciproque
définie sur R (0,5)
b Calculer (£!)’ [ln(4)] (0,25)

8 Soit (U,) la suite numérique définie par :
Up=1et Uy = (U,) pour tout ne N

a Montrer par récurrence que (Yne N); 0 < U, < In(4) (0,5)
b Montrer que la suite (U,) est décroissante (0,5)
¢ En déduire que (U,) est convergente (0,25)
d Calculer la limite de la suite (U,) (0,5)
Solution du probléme :
I) Ona: lim x=+c et lim e =+oo donc: lim fx) =40
X—r+o00 X— o0 ; X—r—+o0
et: limyy_ooXx = —oco et limy_, oo(€2 — l)2 =(0-— l)2 =1>0donc: l_i)m f(x) = —eo
X——o0
2) lim Fx) = lim (€2 — 1) =+oo, car: lim e7 = +oo
X—+o0 X X——+00 X—r o0
Donc (Cy) admet une branche parabolique de direction I’axe des ordonnées au voisinage de
o0,

3) a) Ona:f(x)—xzx(eg—l)z—x;x(€‘—2€"+l)—x=x(€"—2e'§)=xe‘—2.xel%

: : : x :
ona: lim xe' =0 et lim xe2 =0 etdonc: lim f(x)—x=0
X—p—00 X—p—00 X—p—00

donc la droite d’équation : y = x est une asymptote oblique a (Cy) au voisinage de —oo.

b)
f@)—x=0 & x(e"—22)=0
& xe? (el"i —-2)=0
& x=0 ou €—-2=0 (car:e%>0)
& x=0 ou er=2
& x=0 ou % =In(2)
< x=0 ou x=In(4)
Tableau des positions relatives de (A) et (Cy) :
X —o0 0 In(4)
% = 0 + +-
ez —2 — — 0 +
fx) == + 0 — 0 +
Les positions relatives Crestaudessus | Cyestaudessous | Cy est au dessus
de (Cy) et (A) de (A) | de (A) | de (A)
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4) a)
fix) = "'(ﬁ~1)2+x-((e%—1)2),

b) Onasi:x <0 alors: ’3§l donc : e"f—ISO et donc : x(eé—l)zo

si: x>0 alors: e"Ezl donc : e"E—120 et donc : x(e 1)20
X —oo 0 +o0
X X — 0 +
: . 2 — > p
donc : (Vx € R) x(e l) >0, T — O 4
xe? — 1 + 0 +

X 2 X X
b) Ona:(e'i—l) >0 et x(ei‘z—l)zo et e2 >0

donc : (Vx € R) : f'(x) > 0 et donc la fonction f est strictement croissante sur R.

X —o0 0 o0
f(x) + 0 +
—+o0
c) £z
T 0
Fa

5) a)

= 2(e§—l)'( B 1)+e" +xe —e;—ge'%
1« 1
= 2% ¢ ez + 2e (Ze’2xe’ 2—x)
= %e% (Ze;—2+2£z’ 4-9x0% —2— x)
- %e% ( e3 (4+2x) x—4)
e L%
— 2 —g
avec: g(x) = (2x+4)e§ —x—4
b) D’apres la courbe de g on a: le signe de g(x) : g&) = T (())‘ = 8 m L
¢) Ona: (VxeR):eZ >0 :donc le signe de f”/(x) est le méme de g(x) de R.
—oo o 0 o0
/(%) + 0 - 0 +
(Cy) Convexe U 0 Concave 0 Convexe U

Donc : (Cy) est convexe sur | — oo; 0] et sur [0; +oo| et concave sur [0; 0]
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6) La courbe de f :

7)

(Cy)

(A):y==

n
A

a)

o Tm@z 3 4+ 5 o

f est continue sur R (le produit et la composée de fonctions le sont), et strictement crois-
sante sur R : donc admet une fonction réciproque définie sur: f(R)=| lim f(x); lirilw fix)[=
X——00 X—

] —o0;+oo[=R

b) Ona: f(In(4)) =In(4) et f'(In(4)) =1+2In(4) #0, donc f~! est dérivable en In(4) et :

8)

a)

b)

c)
d)

1 | 1
f/(f~'(In(4))) ~ f'(n(4))  1+2In(4)
Up=1
Unt1= f(Un)
Montrons par récurrence que : (Vn € N): 0 < U, < In(4)
-Pourn=0o0na:0<Uy=1 <In(4) : vraie pourn =0
- Supposons que : 0 < U, < In(4) et montrons que : 0 < U, 1| < In(4)
on a la fonction f est strictement croissante sur R en particulier sur |0;In(4)[ et donc :
f(0) < f(Uy) < f(In(4)) etdonc : 0 < U,y < In(4)
Alors: (VneN) :0 < U, < In(4)
D’apres 3)b) ona: (Vx €]0;In(4)]) : f(x) —x <0
et comme (Vn € N) : U, €]0;In(4)[ alors: (VneN): f(U,)—U, <0
cestadire: (VneN):Uy41—U, <0 etdonc lasuite (Uy) est décroissante.

(1) (in(4)) =

Soit (U,) la suite définie par : {

(U,) est décroissante et minorée par 0 donc (U,) est converge.
Up=1 )
Ona: { Upr = £(U) et (VneN):U, €I =]0;In(4)]

e f est continue sur |0;1n(4)[
e f(10;In(4)[) =]0;In(4)[C]0;In(4)]
e la suite (U,) est converge

alors : ,IETOO U, est la solution de I’équation f(x) —x = 0 sur |0;In(4)]

D’apres la question : 3)b) f(x) —x=0<x=0 ou x=In(4)
on a Uy =1 et la suite (U,) décroissante alors : lim U, <letdonc: lim U,=0
n——o00 n— o0
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