Cours Produit Scalaire lere BAC Sciences Expérimentales
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1. GENERALITES SUR LE PRODUIT SCALAIRE
1.1. DEFINITION GEOMETRIQUE

Définition 1

Soient @ et U deux vecteurs du plan tels que @ = E et 7= ﬁ .
Le produit scalaire de @ et U est noté @ - ¥ tel que : C

-Sit=0oud=0ona:@ -7=0

-Siv#£Oet@#0et Hla projection orthogonale de C sur la
droite (AB) (A # B car @ # 0) alors :
i) @-5=AB-AC = AB x AH si AB et AH ont méme sens
ii) @.7=AB-AC = —AB x AH si AB et AH ont des sens

opposés

!

A AH

\.

Définition 2

i) @@= |i|*> = AB? est appelé le carré scalaire de AB ou de @

ii) Le nombre réel positif v - @ est appelé la norme du vecteur 4 = AB et on note |@]|| ou AB = ||/ﬁ||

1.2. PROPRIETES FONDAMENTALES

Propriété 1

Soient u, ¥ et W trois vecteurs du plan et a € R.
- Forme trigonométrique (avec @ # 0 et ¥ # 0) : -0’ = ||a|| x ||7]| cos(zﬁ')

—

- Symétrie : @ -V =71

- Linéarité :
i) (U+90) - w=u-d+7 @
i) W-(d+0)=w-d+w-7
ili) (o) - v =1u- (a?) = a x (d- V)

- Non-dégénérescence : - @ =0< =0
0

- Orthogonalité : 4 L v < 4 - v

\

1.3. BASE ET. REPERE ORTHONORME

Définition 3

-

i) iet j deux vecteurs non colinéaires du plan (P). Le couple B = (;, j) s’appelle base du plan.
est un point de (P) et B = (7, ) est une base de (P). Le triplet R = (0,1, ) s’appelle repére de (P).

= (;,]__') est une base orthonormée si et seulement si i-j = 0 et ||i| = [|7]| = 1. Dans ce cas le repére
= (0,1,J) est appelé repére orthonormé.

~

= (i,]) est une base orthonormée directe si et seulement si B = (4, ) est une base orthonormée et
) = 5[27]. Dans ce cas le repere R = (O, ;,]_') est appelé repére orthonormé direct.

2. EXPRESSION ANALYTIQUE DU PRODUIT SCALAIRE

Remarque : Dans toute la suite du chapitre, le plan (P) est rapporté & un repére R = (O, i 5) orthonormé direct.
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Propriété 2

Soient @(z,y) = i 4+ yj et T(2’,y') = 'i + y/] deux vecteurs du plan (P). On a :
i) @ U=zx +yy

ii) ||U|| Va?+y?

iii) A ||E|| = /(x5 —24)>+ (ys — ya)? avec A(za,ya) et B(zp,yp)

YU lve ' +yy =0

iv

Exemple 1 :
On donne : 4(2,—4), 9(-1,2), A(1,0), B(-1,0).
1) Calculer : @ - ¥, ||i]| et AB
Solution :
T T=2x(— 1)+( hx2=-2-8=-10
[d] = /22 + (—4)2 = VA+16 = V20 = 21/5
AB = /( 1—1 +(0-02=v4=2
2) Déterminer le vecteur w(x,y) unitaire et colinéaire & ¥ (c.-a-d. ||| = 1)
Solution : ||7]| = /(-1)2+22 =1 +4=/5

- 1, 1 1 2
7= 7= a2 = (-5 78)
3) Montrer que le triangle ABC est rectangle en A tel que : A(1,3), B(3,1);C(-3,—1)
Solution : ﬁ@, —2), m(—él, —4)
AB-AC =2 x (—4) + (~2) x (~4) = -8 +8 =0
Donc B 4 zﬁ, le triangle est rectangle en A.

4) Déterminer un vecteur directeur de la hauteur issue du sommet A
Solution : La hauteur issue de A est perpendiculaire a (BC').

B?(—G, —2), donc un vecteur directeur de la hauteur est 7(—2,6) ou 7i(1, —3).

3. FORMULES TRIGONOMETRIQUES ET AIRE

—

3.1. FORMULES DE sin(@, o) ET c6s(i,0)

Propriété 3

Soient (z, ) +yj et 9(a,y') = 2'i + ' deux vecteurs non nuls de (P) avec ( 7) =0[27]. On a :
cosf = i za’ +yy'
[ = o
det (@, v !y
sin@ = e_’(ua_"v) _ zy yx
G RNCE TN

Démonstration

Par définition trigonométrique : @ - ¢ = ||u||||7]| cos 8

—

Donc : cosf = TG ||||v||
Avec D'expression analytique : @ - U = zz’ + yy’
Et [[al] = v2* +y2, [|0] = \/90’2 +y”?

v’ + yy'

D’ou : cosf =

\/:1:2 + 2 \/:z:’Q + 92
Pour sinf :
On considere le vecteur w(—y,z) (rotation de 7 de )
On a : det(d,¥) = xy’ — ya'

Et @ 7= (—y)z' +zy = zy —ya’ = det(d, V)

Or ||| = |lal| = va? + y?

L’angle entre @ et ¥/ est : (W,0) = 5 — 0
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Donc : @ - @ = ||[&||||¥]| cos(§ — @) = ||a]|[|]]| sin 6
D’ou : det(, ¥) = ||u]|||7]| sin &
det(u, 0) xy' — ya’

Finalement : sinf = ———=+- =
IR TE

-
A~

u_j(_yv ).t, /
)

0 1(x. 1)

~
S

O

3.2. AIRE D’UN TRIANGLE ET D’'UN PARALLELOGRAMME

Propriété 4

Soit ABC' un triangle dans le plan (P).
1
- La surface Sapc du triangle ABC est : Sapc = §| det(zﬁ,mﬂ

- La surface Sapcp du parallélogramme ABCD est : Sapcp = |det(ﬁ,ﬁ)|

4. LA DROITE DANS LE PLAN
4.1. VECTEUR NORMAL

Définition 4

D(A, %) est une droite dans le plan (P). Tout vecteur @ non nul orthogonal au
vecteur directeur @ de la droite D(A, @) s’appelle vecteur normal a la droite
D(A, ).

A

Remarque

Les vecteurs aii (avec « # 0) sont normaux a la droite D(A, @)

7i et n/ sont normaux & la droite D(A, @) donc 7 et n’ sont colinéaires

7i(a,b) normal & la droite (D) équivaut a @(—b,a) est un vecteur directeur a la droite (D)

\. J

4.2: EQUATION CARTESIENNE D’UNE DROITE

s s, 2

Propriété 5

Soit D(A, ) une droite du plan (P) avec A(x4,y4) et 7i(a,b) un vecteur normal.
i) L’ensemble des points M (z,y) de (P) tel que 7 - AM = 0 est la droite D(A, )
if) M(z,y) € D(A, 1) < ax+by+c =0 avec ¢ = —ax g — bya

iii) az + by + ¢ = 0 S’appelle ’équation cartésienne de la droite D(A, 1)

Remarque

Pour I’équation cartésienne (D) : ax +by+c=0on a:

i) 7(a,b) vecteur normal & la droite (D)

ii) @(—b,a) vecteur directeur & la droite (D)
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Exemples :
1) Donner I’équation cartésienne de la droite D(A(2,0),7(1,5))
Solution :
7i(1,5) est un vecteur normal & la droite (D) donc une équation est de la forme (D) : 1z + 5y +¢=0
Le point A € (D) donc : A(2,0) € (D):1x2+5x04+c=0douc= -2
Conclusion : Equation cartésienne est (D) : x + 5y —2 =0
2) On consideére le triangle ABC' tel que A(2,1), B(0,1), C(-2,3)
a) Déterminer les équations cartésiennes de la médiatrice de [AB] et [AC]
Solution :
Médiatrice de [AB] :
(D1) médiatrice de [AB] donc (AB) L (D) d’on AB est normal 4 la droite (D)
I(1,1) est le milieu de [AB] donc (D;) passe par I
AB(-2,0)
M(z;y) € (Dy) o IM-AB=0
& (@ -1)(=2)+(y—-1)(0)=0
& —20@—-1)=0
Sr—1=0
Donc: (Dy):z—1=0
Médiatrice de [AC] :
(D2) médiatrice de [AC] donc (AC) L (D3) d’ou AC est normal a fa droite (D2)
J(0,2) est le milieu de [AC] donc (D2) passe par J
AC(—4,2)
M(z;y) € (Ds) o JM-AC =0
& (@ -0)(-4)+(y—-2)2)=0
& —dr+2y—2)=0
& —dr+2y—4=0
&S 2x+y—2=0
Donc: (D3): —2x+y—2=0
b) Déterminer 2 le centre du cercle circonscrit au triangle ABC!
Solution :
Q est I'intersection des médiatrices (D1) et (Ds)

Qz,y) € (D1)N (D7) & {i;xl_‘_:yo_ 220

Do : Q(1,4)
4.3. ORTHOGONALITE DE DEUX DROITES
On consideére les droites (D) et (D’) d’équations cartésiennes :
(D):axz+by+c=0 et (D):dx+by+c =0

avec 7i(a, b) et n’(a’,b') les vecteurs normaux respectivement a (D) et (D).
Ona: (D)L(D)en-n'=0<ad +b =0

Exemple 3 : Déterminer une équation cartésienne d’une droite (D’) orthogonale & (D) tel que : (D) : 2z +y—3=0
Solution :

7i(2,1) est un vecteur normal & (D)

Pour (D) L (D), on prend n/(—1,2) comme vecteur normal & (D’) (car 2 x (—1) +1x 2= —2+2=0)

Equation de (D') : —z 4 2y + ¢ = 0 avec ¢ un reel quelconque

4.4. DISTANCE D’UN POINT A UNE DROITE
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Définition 5

D(B, ) est une droite du plan (P) et A est un point de (P) et H sa projection orthogonale sur (D). La distance
AH est appelée la distance de A & (D) et on note d(A, (D)) = AH.

(D)

BE}H

La distance du point A(xa,y4) de (P) & une droite d’équation cartésienne (D) : ax 4+ by + ¢ =0 est :

laxa + bya + ¢
d(A, (D)) = —————
W)=

Exemple 4 : Determinons la distance entre (D) : —xz +y —3 =0 et A(2,5)

Solution : 05 3 0

d(A, (D)) = =20 =3 _ 0L g
EV
donc A € (D)

5. LE CERCLE - ETUDE ANALYTIQUE
5.1. EQUATION CARTESIENNE DU CERCLE

Propriété 8

Tout cercle C(Q(a,b),r) du plan (P) a pour équation cartésienne de la forme :

(x—a)®’+ (y—b)?2=7r? ouencore z2+y*>—2ax—2by+c=0

avec ¢ = a® + b% — 12

5.2. CERCLE DE DIAMETRE.[AB]

Propriété 9

L’équation cartésienne du cercle de diamétre [AB] est :

M(a:,y) EC[AB] @W-W:O

Exemple 5; A(1,0) et B(—1,0) deux points de (P). Trouver I’équation cartésienne de Cl4p.
Solution :

M(m,y)EC'[AB]@m-B—]\f:O

AM(z — 1,y =0), BM(z+ 1,y - 0)

AM -BM = (x —1)(z +1) + (y — 0)(y — 0) = 0
sSr2-1+9y*=0

sr2+y?—-1=0

Conclusion : Cpap : 224+ —-1=0
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5.3. PRESENTATION PARAMETRIQUE D’UN CERCLE

Propriété 10

-,

C(Qa,b),r) est un cercle du plan (P) rapporté au repére orthonormé (O, i, 7). Pour tout M(x,y) du plan (P)

avec (i, QM) = 0[2x], on a :

r=a-+rcosb
y=>b+rsinf

On l'appelle présentation paramétrique du cercle C(Q(a,b),r).

Exemple 6 : Donner la présentation paramétrique du cercle trigonométrique C(0(0,0),1)

Solution :
= 0
{x €08 avec # € R

y =sinf

5.4. ETUDE DE L’ENSEMBLE DES POINTS

Propriété 11

L’ensemble des points M (z,y) du plan (P) qui vérifie 22 + y% + azx + by +c = 0 est :
-SiA=a?>+b>—-4c<0:5=0
b
-SiA=a?+b —4c=0:S5= {Q (—g,—§>} (un point)
. 2 0 a b Va2 +b? —4c
-SiA=a"+b0"-4c>0:5=C(Q Ty TS (un cercle)
A <0 A>0
Aucun point Pomt umque Cercle de centre 2
Q(-¢,-2) et rayon r = Y2

5.5. POSITIONS REEATIVES D’UN CERCLE ET D’UNE DROITE

Propriété 12

(D) est une droite du plan (P) et (C) est un cercle du plan (P) de centre € et de rayon r.
(D) est a 'extérieure du cercle (C) ((D) et (C) sont disjoints) < d(Q2, (D)) > r
(D) coupe le cercle (C) en deux points A et B < d(Q, (D)) <r
(D) est tangente au cercle (C) < d(Q, (D)) =r

—— (D) .
d 5 — (D)
(D) d
AB
d(€, (D)) > r d(€, (D)) <r d(€2, (D)) =r
Droite extérieure Droite sécante Droite tangente
Aucun point d’intersection 2 points d’intersection 1 point de contact
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6. ENSEMBLES DE POINTS

Propriété 13

Soient A et B deux points du plan (P) et I le milieu de [AB].
- Premier cas : MA2+ MB? =k
Si k > 201I? : I'ensemble est un cercle de centre I
Si k = 201I? : I'ensemble est réduit au point I
Si k < 2012 : 'ensemble est vide
- Deuxiéme cas : MA?2 — MB? =k

L’ensemble est une droite perpendiculaire & (AB) (médiatrice si k = 0)

Exemple 7 : A et B deux points de (P) tel que : AB =6 et I est le milieu de [AB].
ler cas: MA? + MB? =k

1) Déterminer (G1) I'ensemble des points M de (P) tel que M A? + M B? = 68
Solution : OI2 = (4B)? =9, 2012 = 18
68 > 18 donc (Gy) est un cercle de centre I

2) Déterminer (Gz) I'ensemble des points M de (P) tel que M A% + M B? = 18
Solution : 18 = 18 donc (G2) = {I}

3) Déterminer (G3) 'ensemble des points M de (P) tel que M A2 + MB? =4
Solution : 4 < 18 donc (G3) =0
2&me cas : MA? - MB? =k

Hy) I'ensemble des points M de (P) tel que MA? — MB? =0

H,) est la médiatrice de [AB]

Hs) I'ensemble des points M de (P) tel que M A? — M B? = 36

Hs) est une droite perpendiculaire & (AB)

1) Déterminer

A~

Solution :

—~

2) Déterminer

—~

Solution :
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