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Cours : Dérivabilité d’une fonction numérique

I. Dérivabilité d’une fonction numérique (Rappels)

1.1 Dérivabilité d’une fonction en un point

Définition 1

Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle ouvert I et xy € I.
On dit que f est dérivable en x s’il existe un réel £ tel que :

i L@ = £o)

T—TQ T — X0

= {.

Le réel £ est appelé nombre dérivé de f en x( et se note :
f’(:L’o) = /.
J

Définition 2

Si f est dérivable en zo, alors la droite tangente & la courbe Cy au point A(zg, f(zo)) a pour équation :
| ¥ = f'(@0)(x —m0) + f(x0).

Vs

(N

1.2 Dérivabilité a droite — Dérivabilité a gauche

Définition 3
1) Dérivabilité a droite :
Soit f définie sur un intervalle du type [xg, zo + r[ avec r > 0.
On dit que f est dérivable a droite en xg s’il existe un réel ¢4 tel que :

lim {@) = F@0) _

x—ma' T — o

On note alors :
fa(xo) = £g.

2) Dérivabilité a gauche :
Soit f définie sur un intervalle du type |xg — r, zo] avec 7 > 0.
On dit que f est dérivable a gauche en z s’il existe un réel ¢, tel que :

lim L&) =f@) _
T— Ty T —Zo
On note alors :
f ;;(950) =4y

Vs
\\

Proposition 1

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I et zg € I.
La fonction f est dérivable en x( si et seulement si elle est dérivable a droite et & gauche en xg et :

fa(zo) = fg(xo)-

Dans ce cas :

f(@o) = fa(zo) = fy(wo).

-
\.




Lycee Med Serraj - Temara 2 Bac PC & SVT

Youssef SEMHI

Exemple 1 :
On considere la fonction définie par :
f(z) = |z|
Etudions la dérivabilité de f en 0.
A droite : 2]~ 0
1(0) = lim = = lim = =1.

fd( ) zigl* x zig]lJr x

A gauche :
—0 _
£1(0) = lim 220y 22,
z—0— X rz—0- T

Comme f;(0) # f,(0), la fonction f n’est pas dérivable en 0.

1.3 Dérivabilité sur un intervalle

Définition 4

Soit f une fonction définie sur un intervalle 1.

On dit que f est dérivable sur [ si elle est dérivable en tout point de I.

On appelle alors fonction dérivée de f la fonction notée f’ qui, & tout x € I, associe le nombre

dérivé f'(z).

1.4 Tableau des dérivées usuelles

Fonction f(z) Dérivée f'(x) Domaine
a (a € R) 0 R
az (a € R) a R
z" (n € N¥) nz" ! R
1 1
z B ©
e NG R
sin x coS T R
cos T —sinz R
tan z 1 +tan?x = 12 R\{E—ka, kGZ}
cos? x
sin(azx + b) acos(azx + b) R
cos(azx + b) —asin(ax + b) R

1.5 Opérations sur les fonctions dérivables

Proposition 2

Alors :

Si g ne s’annule pas sur I, alors :

Soient f et g deux fonctions dérivables sur un intervalle I, et o € R.

(f+9) =f+4
(af) = af
(f9) = flg+ fd

—fg’.

<y
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Si f est strictement positive sur I, alors :

V' =

. J

Remarque

Avant de dériver une fonction, il faut toujours vérifier qu’elle est bien définie sur 'intervalle considéré

et que les formules utilisées y sont applicables.
- J

II. Compléments sur la dérivation

2.1 Dérivabilité et continuité

Proposition 3

Soit f une fonction définie sur un intervalle I et g € I.
Si f est dérivable en xg, alors f est continue en x.

Remarque
Toute fonction dérivable sur un intervalle est continue sur cet intervalle.

Remarque

La réciproque est fausse : une fonction peut étre continue sans étre dérivable.

Exemple 2 :
La fonction

f@) =z~ 1

est continue en 1, mais elle n’est pas dérivable en 1.

2.2 Dérivée d’une fonction composée

Proposition 4

Soient I et J deux intervalles, f: I — Jetg:J — R.
Si f est dérivable en xg € I et g est dérivable en f(z), alors g o f est dérivable en zg et :

(g0 f)(x0) = f'(x0) - g'(f(x0)).

g J
Corollaire

Si f est dérivable sur I et g dérivable sur J avec f(I) C J, alors pour tout z € I :

(go f)(z)=f'(x) g'(f(z)).

- J
Exemple 3 :
Soit
u(z) = cos(Vz? +5).
On pose :
flx)=+vVa2+5 et  g(x)=cosz.
Alors :
u=go f.
Or,
/ x / .
T) = et T)= —sinw.
f'@) = <= (@)
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Donc :

Ainsi :

2.3 Dérivée de la fonction réciproque

Proposition 5

Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I.
Si f est dérivable en zg € I et si f/(zg) # 0, alors sa fonction réciproque f~! est dérivable en

Yo = f(x0)

Si f est continue, strictement monotone et dérivable sur I, et si f/(x) # 0 pour tout = € I, alors
pour tout y € J = f(I) :

1

Exemple 4 :

Soit f(x) = 23 définie sur R.

La fonction f est continue et strictement croissante sur R, donc elle admet une fonction réciproque
f

Ona:

Calculons par exemple :

On cherche d’abord zq tel que :
Donc :

Ainsi :

2.4 Dérivée de la fonction racine n-iéme

Proposition 6

Soit n € N avec n > 2.
La fonction

est dérivable sur R et :

n/\ 1
| (\/E) _n(%)n—l )
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Si u est une fonction dérivable et strictement positive sur un intervalle I, alors la fonction

o> Vule)

(V) = S

est dérivable sur I et :

Vs
.

Exemple 5 :
Soit
f(z) = V/8z — 5.
Alors :
u(z) = 8x — b, u'(z) =8
Donc :
O E—
3(v/8x —5)?

2.5 Puissances rationnelles

Proposition 7

Soit r € Q.
Si u est une fonction dérivable et strictement positive sur un intervalle I, alors :

(W) =ru u L.

En particulier :
($T)I _ 7”.CCT_1

sur tout intervalle o cette expression est définie.
(N J

ITI. Etude des fonctions numériques (Rappels)

3.1 Monotonie d’une fonction numérique

Proposition 8

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I.

a) f est croissante sur [ si, pour tout =z € I, f'(z) > 0.

b) f est décroissante sur I si, pour tout x € I, f'(x) <O0.

c) f est constante sur I si, pour tout z € I, f'(z) = 0.

-
(&

Exemple 6 :
Soit
f(z) =2 —4a + 1.
Alors :
fl(z) =22 —4=2(x-2).
Donc :

fl(z) <0six <2,
f(x)=0siz=2,
fl(x) >0six>2.

Ainsi :

‘ f décroit sur | — 0o, 2] et croit sur [2, +o0].

5
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3.2 Extremums d’une fonction dérivable sur un intervalle

Proposition 9

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I et zg € I.

— Si f admet un extremum local en z, alors :
f’(fL‘o) =0.

— Si f'(xg) =0 et si f’ change de signe en xg, alors f admet un extremum en .
. J

3.3 Axe de symétrie — Centre de symétrie

Proposition 10

Soit f une fonction numérique de domaine Dy.
Pour que la droite d’équation z = a soit un axe de symétrie de la courbe Cy, il faut et il suffit que :

Ve € Dy, 2a—x€Df et f(2a—2z)= f(x).

-
\

Proposition 11

Pour que le point Q(a, b) soit un centre de symétrie de la courbe Cy, il faut et il suffit que :

Ve € Dy, 2a—x€Ds et f(2a—x)+ f(x)=20b.

(N J

3.4 Les fonctions périodiques

Définition 5
Soit f une fonction numérique de domaine Dy.
On dit que f est périodique s’il existe un réel non nul 7" tel que :

Vee Dy, z+T €Dy et flz+T)=f(x).

Le réel T est alors une période de f.
- J

Exemple 7 :

Les fonctions z — sinx et x — cosz sont périodiques de période 2.

Proposition 12

Si f est périodique de période T, alors pour tout entier n : nT" est aussi une période de f.

Pour étudier une fonction périodique de période T, il suffit de I’étudier sur un intervalle de longueur
T.

3.5 Etude de la concavité d’une courbe

Définition 6

Soit f une fonction deux fois dérivable sur un intervalle I.

— La courbe C; est convexe sur I si elle est située au-dessus de ses tangentes.
— La courbe Cy est concave sur [ si elle est située au-dessous de ses tangentes.

— Un point My(zo, f(z0)) est un point d’inflexion si la courbe traverse sa tangente en ce point.
(. J
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Proposition 13

Soit f une fonction deux fois dérivable sur un intervalle [I.
— Si pour tout € I, f"(x) > 0, alors Cy est convexe sur I.
— Si pour tout x € I, f”(x) <0, alors Cy est concave sur I.

— Si f"(zg) =0 et si f” change de signe en 1z, alors My(xq, f(z¢)) est un point d’inflexion.

Exemple 8 :

Soit f(x) = 3.

Alors : f'(z) = 322 et 1" (x) = 6.

Ainsi :
/" (xz) < 0six <0 :lacourbe est concave sur | — 0o, 0];
f"(xz) > 0six>0:lacourbe est convexe sur |0, +00].

Comme f”(0) = 0 et change de signe en 0, le point O(0,0) est un point d’inflexion.

3.6 Etude des branches infinies

La droite d’équation
mhg(ll f(z) = +oo x = a est une asymptote
verticale de la courbe Cg

. La droite d’équation
zEI:II:loo flz) = b y = b est une asymptote
horizontale de la courbe Cy

(@) La courbe C; admet une
lim —— = 40 —1 branche parabolique dirigée
r—too X 5 .
vers ’axe des ordonnées.

La courbe C; admet une
lim f(z) = *oo : (x) . 3o
25 oo lim —= =0 — branche parabolique dirigée

\ vers l,aXe deS abSCiSSQS.

A B = i (F(@) —ax) = b
(a € R*)

La droite d’équation
y = ax + b est une asymptote
oblique de la courbe Cy

La courbe C; admet une
lim (f(z) — az) = o0 brar}che .paraboliqge
z—+00 de direction la droite
d’équation y = ax.

_ La droite d’équation
zllffoo [f(z) — (az+b)] =0 y = ax + b est une asymptote

oblique de la courbe C¢




