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I. Introduction aux Nombres Complexes

Activitié 1
1) On considére I'équation z € R : 2241 = 0. Cette équation n’a pas de solution dans R, ce qui impose aux mathématiques

d’utiliser le nombre i qui n’est pas réel mais un nombre imaginaire tel que : i> = —1. Par suite ’équation admet 2

solutions i et —i dans un autre ensemble appelé ensemble des nombres complexes, noté C.
2) On considere 'équation : (E) : 2% — 2z +2 = 0.
- Vérifiez que (E) s’écrit : (z —1)2 +1=0.
- Vérifiez que 1 + i et 1 — 4 sont solutions de (E).

Définition 1
Un nombre complexe est un nombre écrit sous la forme z = a + bi avec a € R et b € R, ol i est un nombre
imaginaire tel que i2 = —1.
- Les nombres complexes constituent un ensemble noté C.
- L’ensemble C est muni des opérations d’addition + et multiplication X qui ont les mémes propriétés que dans
R (commutativité, associativité, distributivité).
- Pour z=a+bi :
i) a est la partie réelle : Re(z) =a
ii) b est la partie imaginaire : Im(z) =b
iii) L’écriture z = a + bi est appelée forme algébrique

- Bgalité : a+bi=d +Vies (a=d etb=1)

Définition 2

Pour z = a + bi, le nombre a — bi est appelé le conjugué de z, noté z = a — bi.

Exemples :
z2=24+bt=>2z=2-5¢
z2=—T-31=>2=—-7T+3
z=1=z=1
z2=2i=>2=—2

Propriété 2 :

Pour I’équation az? + bz +c=0 avec a,b,cERet a #0 :
1) Si A =b% — 4ac > 0 : Deux solutions réelles distinctes

—b— VA i _ —b+VA

21 = 2
2a 2a

2) Si A =0 : Une solution réelle double

3) Si A < 0 : Deux solutions complexes conjuguées

_ bR bh /A

21 % ’ B = % =z
Exemples :
1) 22-22+5=0
A= (-2)2—4(1)(5) =4—-20=—16
2—4 2+ 4i
7 = 2’:1—%, = 2 g
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2) 22 —42+13=0
A= (—4)? —4(1)(13) = 16 — 52 = —36
_4—6i _ 4+6i
= — —

Z1 :2—3i, Z92 =243

I1. Opérations dans C

Propriétés des Opérations

Soient z = x 4+ yi et 2’ = &’ + y'i avec x,y, 2,y € R.

1) Addition : z+2' = (x+2')+ (y+ ¢')i

2) Multiplication : z x 2/ = (zz' — yy') + (xy' + y2')i

3) Multiplication par un réel : Pour k € R, k- z = kx + kyi

Propriétés de I’'Inverse et du Quotient

Pour 2/ =2/ +y'i £ 0 :
x’ y .
1) Inverse : 7T e Y R _|_y/2l
) z ax'+yy oy —ay
2) Quotient : > = =2 1 o2 22 + 2 L

Exemples :
Soient z =1+5iet 2/ =2 — 34
1) 242 =1+5)+(2—-3i) =3+2i
) zxz' =(1+5i)(2-3i)=(24+15)+ (-3+10)i = 17+ 7i
) =3z =—-3(1+5i) = -3 —15¢
1 243 2+ 3 2 3 .
) _ —
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o
| —

T2 3% (2 3)@2+3) 13 13 .13
1450 (1+5)(2+3) (2-15)+(3+10)i 13+ 13i
2-3i  (2-3i)(2+3i) 13 13

W
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= —1+i
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Remarques Importantes

(a+ bi)? = a® + 2abi — b?
a—bi)? = a? — 2abi — b?
(

(a+ bi)(a — bi) = a* + b

I1I. Représentation Géométrique

Axe imaginaire

A
M(z
y=Im(z)[---------------- (2)
| on 3
v |
0 |
. > A bel
0] u x = Re(2) e ree

Lycée Mohammed Serraj Temara - Tél: 0708875223



Définition 3

Soit (P) un plan muni d'un repére orthonormé direct (0, @, ¥)
- A tout nombre complexe z = z + yi, on associe le point M(x,y) du plan (P).
- Le plan (P) est appelé plan complexe.

1) Le point M(x,y) est 'image du complexe z.

- On dit que z est 'affixe du point M et on note zp; = z.
- Siz=a € R, alors M est sur 'axe des abscisses (axe réel).

- Si z = bi avec b € R, alors M est sur ’axe des ordonnées (axe imaginaire).

Propriétés Géométriques

Soient A(z4), B(zp), C(z¢) et I(zr) des points du plan complexe.

1) Le vecteur AB a pour affixe 25 — z4.
2) Le vecteur kAB a pour affixe k(zp — z4).

3) Le point I, milieu de [AB], a pour affixe z; = @.
4) A, B, C sont alignés < 2024 R,
ZB — ZA

Exercice
On consideére les points A(za4 =2 +1i), B(zp = =2+ 1), C(z¢c = 5 +ai) et I(z7) du plan complexe.
1) Déterminer l'affixe du vecteur zﬁ .
2) Déterminer laffixe du point I, milieu de [AB].
3) Déterminer k tel que A, B, C soient alignés.
Correction :
) zgp=28—24a=(-2+14)—(2+1i) =4
za+zp  (2+14)+(—241)

2) z; = 5 = 5 =1
3) A, B, C alignés < zc — 24 = k(2 — 24)
zo0—za=0bB+xi)—(24i) =3+ (z—1)i
zp — 24 = —4
Donc:3+(m—1)i:—4k${3:_4k #{k:_%
z—1=0 =1

IV. Propriétés du'Conjugué

Propriétés du Conjugué

Soient z = x + yi et 2’ = 2’ + y'i dans C.

4) (5) :%pour Z #£0
5) 2™ = (z)" pour n € Z
6) z+ 2z =2Re(z)
7 z—z=2iIm(z)
8) zxz=2a%+9?
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Caractérisation des Nombres Réels et Imaginaires Purs

1) zeRe z=12
2) zeiRe z2=—=2

V. Module d’un Nombre Complexe

Définition 4

Pour z = z + yi € C, le module de z est le nombre réel positif :

2zl =vVa?+y?=vzx2z

Exemples :
[5|=15+0i| =v52+02=5
| =7 =/(=7)2+02=7

1)
)
) 20| = V02 +22 =2
)
)

\Y]

=~ W

1+il=v12+12 =2
5) 1 +iV3| = /12 4+ (V3)2 =4 =2

V.2. Interprétation Géométrique

Interprétation Géométrique du Module

1) Si M est 'image du complexe z, alors |z| = OM = /x? + y2.
2) Pour deux points A(z4) et B(zp), on a :

AB = |2p — 24l = /(25 — 24)% + (yB — ya)?

Propriétés du Module

Soient z, 2’ € C.

D) |zl =zl = |-~
2) IZ x 2| = |z x ||
_ A
)
17l
4) |2 = |z|" pour n € Z
)
)

z’ pour z' # 0

5
6

|z 4+ 2'| < |z| + |7'| (inégalité triangulaire)
2| =0 2=0

Exercice
Soient A(z4 = 1+41), B(zg = —1 +1) et C(z¢c = 3i) trois points du plan complexe.

1) Calculer les longueurs des cotés du triangle ABC.
2) En déduire la nature du triangle ABC.

Correction :

[t
~—

AB =|zp —za|l = |(-1+i) — (1 +i)| = | -2/ =2
AC =|zc —za|=13i—(1+i)| = |- 142i| =/ (-1)2+ 22 =5
CB=l|zp—z2c|=|(—1+i)—=3i| = | —1-2i| =/ (-1)2+ (=22 =5

2) Ona AC=CB= \/3, donc le triangle ABC est isocele en C.
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VI. Argument d’'un Nombre Complexe

Définition 5

Soit z € C* d’image M dans le plan complexe. On appelle argument de z, noté arg(z), toute mesure de I’angle
orienté (@, OM).

iR
M(z)
y ,,,,,,,
il |
9 1
——— R
of a =

Propriétés des Arguments

Soient z,z' € C* et p € Z.
1) arg(z x 2') = arg(z) + arg(z’) [27]
2) arg(zP) = p x arg(z) [27]

3) arg (3) — —arg(2) [27]

4) arg (3) = arg(z) — arg(z’) [27]
5) Sik >0:arg(kz) = arg(z) [27]
6) Sik <O0:arg(kz) =m+arg(z) [27]

Exemples

1) arg(l+1) = § [27]

2) arg(4i(1 +1)) = arg(4i) +arg(1 +19) [27] = + T [27] = °F [2n]

3) arg(l —i) = —7 [27]

4) arg((1 —i)(1+14)®) = arg(1 — i) #8arg(1 +4) [27] = —F +8 x T [2n] = =% + 27 [27] = — T [2n]

VII. Forme Trigonométrique

Définition 6

Soit z € C* avec |z| = r et arg(z) = 0. La forme trigonométrique de z est :

z =r(cosf + isinf) = [r, 0]

Exemples :
) 21 =2=2(cos0+isin0) = [2,0]
) 22 =—=5=>5(cosm + isinm) = [5,7]
3) z3="Ti="T(cos 5 +isinf)=[7,F]
) za=1+i=+2(cosZ +isinZT)=[V2,%]

Opérations sous Forme Trigonométrique

Soient z = [r, 0] et 2z’ = [r’, 0] deux nombres complexes non nuls.
1) Produit : z x 2’ = [r x 1/,0 4+ 0']

22" = rr'[cos(0 + 0') + isin(0 + 0)]
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2) Puissance : 2" = [r",nf] (Formule de Moivre)
2" = r"[cos(nh) + isin(nd)]
3) Inverse : 1 [1, —0]
z T
4) Quotient : i/ = [L 0 — 9']
z F

Formule de Moivre

Pour tout € R et tout n € Z :

(cos @ + isin 6)" = cos(nb) + i sin(nb)

Conséquences

Si z = [r, 0], alors :
1) —z=1[r,0+ 7]

2) z=r,—0]
3) |zl =7
4) arg(z) = 0 [27]
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