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1. FONCTION LOGARITHME NEPERIENNE
1.1. DEFINITION DE LA FONCTION In

Définition 1

1
La primitive de la fonction « — — sur ]0; 400 et qui s’annule en 1 est appelée la fonction logarithme népérien,
x

et on la note In.

Remarques

- L’ensemble de définition de la fonction In est ]0; +oo[ et In(1) = 0.

- La fonction In est dérivable sur ]0; +oo[ et de plus :

(Vz €]0;+00]) (In(x))’ = i

- On rappelle que toute fonction continue sur un intervalle admet une primitive définie sur cet intervalle.

\

1.2. ENSEMBLES DE DEFINITION

Exemples

On considere les fonctions numériques f, g et h définies par :

f@=Inz+In(z-1) 4 g(m):ln(x2—x) : h(x):1n<x_4>

Déterminons leurs ensembles de définition :
L’expression f(x) a un sens si z > 0 et  — 1 > 0, ¢’est-a-dire si « > 1. Par suite : Dy =]1;4o00|
L’expression g(x) a un sens si 22 — z > 0. Donc : Dy =] — 00; 0[U]1; +-00]

—14
L’expression h(z) a un sens si L ™ > 0. Donc : Dy, =] — oo; —1[UJ4; +o0|
T

Applications
Déterminer le domaine de définition-de chacune des fonctions f, g et h définies par :

fz)=In(z+4)=In(25~2%) ; g(x)=In@=®>-82+7) ; h(z)=+/(z—1)Inz

1.3. MONOTONIE.DE LA FONCTION In

Proposition 1

La fonction In est strictement croissante sur ]0; +o00[. On a alors :
- Pour tout (z,y) € (J0;+00))? :Inx <lny < z<yetlhz=Ilhy < =y
- Pour tout z €]0; +oo] :

Inz=0 <= 2=1 e Inz>0<«= z>1 e lhnhz<0 << z<1

Exemples

1) Résolvons dans R I’équation suivante : In(z? — z) = In(42 — 6)

3
Cette équation est définie si 22 — 2 > 0 et 4z — 6 > 0, c’est-a-dire si x € ] 5 400 [
. 3
On a maintenant pour tout = € 5; +oo| :
In(z? —z) =z —6) e’ —r=42 -6 2> - 50 +6=0

Les solutions de 1’équation 2% — 5z + 6 = 0 sont 2 et 3. Comme 2 € ] ;; 400 [, et 3 € ] g; 400 [, alors S = {2;3}.
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2) Résolvons dans R I'inéquation suivante : In(14 — z) > In(10 + 7z — 3z2?)

10
Cette inéquation est définie si 14 — 2 > 0 et 10 + 7z — 322 > 0, c’est-a-dire si = € ] -1 3 [

. 10
On a maintenant pour tout z € |—1; 3 :
In(14 —z) >In(10+ 72 —32*) © 14 -2 > 10+ 70 - 32° © 32> —8r +4 >0 (v —2)(3r —2) >0

L’ensemble solution de I'inéquation (z — 2)(3z — 2) > 0 dans R est S; = | —00; 2[ U]2; +o0[.
Par suite, 'ensemble solution de I'inéquation In(14 — z) > In(10 + 7z — 32?%) est :

10 2 10
s=sin] 2] ]2 o] 2]

Applications

1) Résoudre dans R les équations et les inéquations suivantes :
In(2z —3)=In(4—2) ; In(z*+2)=In(-22-2) ; In(3z?+4z+2)=0
In(4z —5) >In(2z+3) ; In(z?+3z) —In(z+2)>0 ; In(B3z? =4z +1)>0

2) Déterminer I’ensemble de définition de chacune des fonctions suivantes :

z+1 1 1 z
flz) = hl(l—ﬂc) ; g(a:)zm ; h<x):(lnx)3+ln(x+2)

1.4. PROPRIETES ALGEBRIQUES

Proposition 2 (Propriété fondamentale)

Pour deux réels strictement positifs et y on a :

In(zy) =Inz+Iny

| r

Proposition 3

1) Pour tout réel strictement positif z, ona : In (1) = —Inz
2) Pour tout (z;y) € (J0;+oc[)2 on a : In (%) =Ilnz—Iny
3) Pour tout n € N* et pour tous réels strictement positifs z1,xa,...,2,, on a :

In(z) X 3 X ... X x,) =In(z1) + In(zs) + ... + In(x,)

4) Pour tout x €]0; 00| et pour tout r € Q, on a : In(2") = rlnz

Remarques

| r

a
1) Soit a et b deux réels strictement négatifs. On a alors ab > 0 et — > 0. Il s’ensuit donc :

b

In(ab) =Inla| +In|b] et In (%) =In|a| — In |b]

2) On a pour tout z €]0, +o00[ et pour tout entier n > 2 :

In(v/z) = %ln(:c) et In({z)= 1 In(z)

Exemple
Soit a et b deux réels strictement positifs. On pose : & = In(a) et 8 = In(b).

1
Exprimons In(a?b°) et In (
P (@) JaT
In(a?b®) = In(a?®) + In(b°) = 21n(a) + 51n(b) = 2 + 54

In (\6/%) =In (a_gb_%) =In (a_%) +1n (b_%) = —ga — %B
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1.5. LIMITES USUELLES

Proposition 4

lim In(z) =400 et lim In(z) =—o00
T—r+00 z—0+

1.6. TABLEAU DE VARIATIONS ET LE NOMBRE e

T ot 400

+00

ln(fE) /
—00

1) In(J0;4+o00[) =R

2) L’équation In(xz) = 1 admet une unique solution dans ]0; +oco[. On la note e :

In(z)=1lez=e¢

\
Remarques

1) A Tl'aide de la calculatrice, on trouve comme valeur approchée de e : e &~ 2, 718281828

2) On a pour tout 7 € Q : In(e”) =r

Exemples

1) Résolvons dans R 1'équation suivante : (E) : 3(Inz)? + 2lnz —1 =0
L’ensemble de définition de cette équation est RY . En posant ¢ = Inz, I’équation devient 3t2+2t—1=0.
Les solutions de I'équation 3t + 2t — 1 = 0 sont —1 et % Par conséquent :

1
(E)(:)(lnx:—l ou 1113::5)(:)(:1::6_1 ou x:e%=%>

Par suite, I'ensemble solution de I'équation (E) est: S = {e~!, ¥/e}
2) Résolvons dans R l'inéquation suivante: (I) : In(z + 1) > —In(z 4+ 3) + In(z + 7)
Notons D l’ensemble de définition de cette inéquation. On a alors :

reEDS(zx+1>0 et 2+3>0 et z4+7>0)<z> -1

Donc : D =] — 1;+o0]
On a pour tout x € D :
(IH)eh(z+1)+In(z+3) >In(z+7)
< Inf(z+1)(z+3)] > In(z+7)
S+)(z+3)>a+7
S22 432 -4>0

Le discriminant du trinome 2% + 3z — 4 est : A = 32 — 4 x 1 x (—4) = 25. Donc le trindme 22 + 3z — 4 admet deux

racines distinctes qui sont : x1 = —4 et x5 = 1.
T —00 —4 1 +00
22 +3x—4 + 0 — 0 +

En notant S 'ensemble solution de I'inéquation (I), on conclut que :

r€S e (x €] —o0;—4|U[l;+00] et z€D)eze(l;+oo
Par suite : S = [1;400[
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3) Résolvons le systéme suivant :
4lnz —3lny =10
(5): _
2lnz +5lny = -8

Si (z;y) est une solution du systéme (5), alors : © > 0 et y > 0.
Pour résoudre ce systéme, on pose : X =Inz et Y = Iny. Le systéme (S) devient :

(S,):{4X—3Y:10

2X +5Y =-8
On a
4 -3 10 -3 4 10
A_'2 5 ‘—204—6—26 Ay = ‘—8 5 ‘_50—24_26 Ay = ’2 —8‘ = —32—-20= —52
Comme A # 0, alors le systéme (S”) admet une unique solution (X;Y") avec :
A 26 A —52
X="2 0 ] ot Y="U—_2_ _9
A2 ¢ N
11 s’ensuit donc que : Inz =1 et Iny = —2, cequi donne : x =e et y = e 2
En résumé, ensemble solution du systeme (S) est : S = {(e;e™?)}
Applications
1) Résoudre dans R les équations suivantes :
3 9 Inz 42
In(2z — 1) = 5 Inyz=3m2 ; (lnz)*=5hnx+4=0 el
2) Résoudre dans R les inéquations suivantes :
2 2 Inx—1
lnz>3 ; In“z—5lnhz+6>0 ; —2In“z+3lhzx+5>0 ; — <0
Inx+2

3) Déterminer 'ensemble de définition de chacune des fonctions suivantes :

_3lnz—-4 g(w)zx/m ; h(x):\/l—lnx . k(m):\/l—lnm

flw) = Inz+5 1+lnz V1i+inz
4) Résoudre dans R? les systémes suivants :

Inz—Iny =2 r+y=4 Inz—Ilny =-1

(S1) : - 1(S2): _ i(93) 14 2
2lnx —3lny =5 Inz+Iny=1In3 In“z+In"y=>5
22 +y? =218 In —Iny? =1 ry = e

CAR S (55) Ve (5): 42
Inz+Iny =1n91 —lnz+4lny =6 3lnx —4lny =2

1.7. COURBE REPRESENTATIVE

Proposition 6 (Courbe de la fonction In)

Soit C la courbe représentative de la fonction In dans un repeére orthonormé. Alors :

1) La courbe C admet ’axe des ordonnées comme asymptote : 1iI(I)l+ In(z) = —oc0
T—r
|
2) La courbe C admet une branche parabolique de direction ’axe des abscisses : lim — 0

z—+oc0 I

3) La courbe C est concave sur |0; +00]
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Caractéristiques de la courbe

\

—_

Domaine : |0, +00|

[\

Asymptote verticale : L’axe des ordonnées (z = 0)

w

Point particulier : (1,0) car In(1) =0

U

Sens de variation : Strictement croissante

=2

)

)

)

) Point remarquable : (e,1) ot e ~ 2,718
)

) Concavité : Concave sur tout le domaine
)

EN|

Limite en +co : lim In(z) = +o00
T—+00

1.8. LIMITES FONDAMENTALES

Proposition 7

- Ona: ! (1
lim zlnz=0 ; lim ne =1 ; limwzl
z—0+ o1z —1 z—0 T
- On a pour tout n € N* :
1
lim n(z) =0 ; lim z"In(z)=0
z—+oo M z—0t
Exemples
Calculons les limites suivantes :
In2
1) litmgs oo —
In? z Inz\? In vz >
na:lim,, - img_,y (\/5) img_,y < \/E>
En posant ¢t = y/z, on obtient :
In? nt\? In ¢
lim —2 = lim 4 (i> =0 (Car: lim — =0)
z—+oco I t—+o00 t—+oo ¢

)

w

=

lim, o+ 2 In(sin z)

On a : lim, o+ zIn(sinz) = lim,_,q+ x sin z In(sin )
sin x
z

On sait que lim,_,o+ =1

sin x
D’autre part, en posant X = sin x, on obtient :

lim sinzln(sinz) = lim XIn(X)=0

z—01 X—0+

Par suite : lim, ,o+ zln(sinz) =1x0=0

. In(cos x
lim, 0 %
On a:

lim In(cos x) — lim In(cos z) o COST — 1 1« Sy 1

=50 z—0 cosx — 1 x? 2
car

. 1l—cosz 1 . In(cosx) . In(X) . v
HBT_E et allgbtzosx——l_)l(lian—l =1 (Ici on a posé X = cosx)

. In(z —1)
iMoo 3 5 2)

On a pour tout = € [1;400] :

n(z—1) MWm@-7)) heth-7)
2)) 1n:17+1n( 320)

In(z+2) In(z(1+
le(i-d)
1+lnzn( 2)
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Comme :
. 1 ) 1 . 2
lim — =0 et lim 1n(1——>: lim ln(l—i——):O

z—+oo Inx T—+00 T z—+o00 T
alors : limg_, oo % =1
5) lim,  4oo(3In* 2 — 7lnz)
Ona:lim, o3z —7lnz) =lim, , oo(3Inz —7)Inz
Comme : lim,_, ;o Inz = +00, alors lim, , 1o (3In®z — 7Inz) = +oo
2lnz —x

6) limg_y4oo ———
) limg Inx + 2x
Ona:

2lnz —z . x(2lz 1) . ookhz_g
1m oz o\ = lim e o
T——4o0 (T + 2) z—+00 =z +2

im — =
z—+oo Inx + 22

2lnz—z _ 2x0—1 __

1 1 _ : 1
Comme : limy 4 o 2 = 0, alors lim, 1 o 3 o3r = 0.3 5

7) limgyyoo(—2 + 2 + In(2? — 2 + 1))
On a pour tout x € [0; +o0] :

1 1
—w—|—2—|—ln(x2—a:+1):—w—|—2+ln<12 <1——+—2>>
r =z

1 1
=—x+2+21nx—|—ln<1——+—2>
T x

2 1 11
=x<—1+—+2ﬂ>+ln<1——+—2>
X X X X

1
Puisque lim, o In (1 — % + #) =0etlimg 100 ar_ 0, alors :
T

. _ 2 _Q
mll}rfoo( z+2+1n(z” —a+1l)) 00
8) limg 100 zln (1 + %)
On a pour tout z € [0; +o0] :

7

In(1+1
x1n<1+£>=7x—n( )

xT

En posant X = T, on obtient :

z?

lim xln(l—i—z): lim 7><1n(1—+X):7
T

z—+00 X0 X

Applications
Calculer les limites suivantes :

1 In (2020 1
lim Jzlnz ;  lim =l ; lim (x2 —7x —5In x) ; lim - (a: trt )
z—0+ z2—0+ Jx z—+00 x—r+00 x
lim Iz ; lim z%In {1+ 1 ; lim Iz ; lim 2@ In <x)
a0t Inz 43 7 a—otoo z? " aotooIn(z2-1) 7 2931 —3 3
-1
lim zln (sc > ; lim zln (x2 — 3:17)
T—+00 z+1 z—0—

1.9. DERIVEE LOGARITHMIQUE

Proposition 8

Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I de R telle que : (Vz € I) u(z) # 0
Alors la fonction x +— In |u(z)| est dérivable sur I et on a :

(In [u(z)])" =

Exemples
On considere les fonctions numériques f et g définies par :

f@)=In(z++V22+1) et gz)=In

xr — 2
x+1
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La fonction f est bien définie sur R. En effet, on a pour tout z € R, Va2 < v/x? + 1.
Il s’ensuit donc que pour z € R, —z < |z| < V22 + 1. Par suite : (Vz € R) 2 + V22 +1 > 0.
D’apres la proposition précédente, la fonction f est dérivable sur R et on a pour tout x € R :

(x+\/x2+1)'_<1+ x >>< 1 1
r+ V2 +1 x2 41 r+vVe2+1  Va2+1

La fonction g est définie pour les réels x tels que fc—ﬁ #0et x4+ 1#0, c’est-a-dire que x € R — {2, —1}.

@)=

Sur chacun des intervalles | — oo; —1[, | — 1;2[ et ]2; +o0], la fonction = — i 1
T

est dérivable et ne s’annule pas.

Donc, la fonction g est dérivable sur chacun de ces intervalles.
De plus, on a pour tout z € R — {2; —1} :

/!
=2 3
g/<(IJ) _ (erl) _ (z+1)2 — 3
i—*f ;—*f (x+1)(z—2)
Applications
Déterminer la fonction dérivée de la fonction f sur l'intervalle I donné, dans chacun des cas suivants :
- 2 _ — 2z —
1) f(z)=In(2® -3z +7) et [ =R 6) f(x):1n< x \/5) et I = ]3; o0
2) f(x) = (2% +2x)In (22 — 4) et I =]2;+o0] z—3
3) fl@) ==z VInz —1et I =]e;+oo] 7) f(z) = VIn?z —2Inwet I =]0;1]
4) f(z)=In|z+2— Va2 + 4] et I =]—00;0] 5+ lha
5) f(z) =In(cosz) et I =]-%; 2] 8) f(x) = 1 —Inz et 1 =]0;e

1.10. PRIMITIVES ET DERIVEE LOGARITHMIQUE

Définition 2

Soit w une fonction dérivable sur un intervalle I telle que : (Vz € I) u(z) # 0
La fonction - est appelée la dérivée logarithmique de la fonction u sur l'intervalle I.

Proposition 9

Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I telle que : (Vz € I) u(z) # 0

Les primitives de la fonction = — 1;,((;)) sur I sont les fonctions z — Inju(z)| + A ot A € R.

Exemples

1) Les primitives de la fonction numérique f 2z +— ﬁ sur lintervalle |—oo; 1[ sont les fonctions numériques F : x —
In(l1—z)+Aou A eR.

2) Les primitives de la fonction numérique g : x —
In|sinz| 4+ A ot A € R.

cosx
sinx

sur 'intervalle [37”, 27r] sont les fonctions numériques G : = —

3) On considere la fonction f définie sur [—2; +oo] par : f(x) = (;Z—Vf_ii")%
Calculons la dérivée de la fonction f en utilisant la dérivée logarithmique :

On a pour tout & € [—2;+o00] :
1
In(f(z)) = In (\4/353 n 8) —In((@? +1)?) = 7 In(a + 8) - 3In(a + 1)
11 s’ensuit donc que pour tout = € [—2;4o0] :

f'(x) 322 6  —3x(7z — x4 64)

flz)  4(x3+8) 22+1  4(z2+1)(z3 +8)

Par suite :

, —3z(7T2% — x + 64)
(Vo € [-2;+00]) f'(z) = 4\/@3 +8)3 (22 + 1)1

2. FONCTION LOGARITHME DE BASE «
2.1. DEFINITION ET PROPRIETES
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Définition 3

Soit a un réel strictement positif et différent de 1. La fonction logarithme de base a est la fonction numérique,
notée par log,, définie sur ]0; +o00[ par :

log,(z) =

Remarques

1) La fonction logarithme de base e est la fonction logarithme népérien car pour tout réel z strictement positif :

log, (z) = — = = In(x)

2) On a :log,(a) =1 et log,(1) =0 et log,(a”) = r pour r € Q.
3 1

)
) rzlna”

4) Sia > 1 alors la fonction log, est strictement croissante sur |0; +o00].
)

Pour tout z € R, log/, (z) =

5) Si0 < a < 1 alors la fonction log, est strictement décroissante sur ]0; 4+o0].

| '
\

Proposition 10

1) Pour tous réels strictement positifs = et y, et pour tout »r € Q on a :

log, (zy) = log,(z) +log,(y) ; log,(z") = rlog,(z)

g, (1) =~ 1owala) o, () =1og,(e) ~Tog, 1

2) Pour tout n € N* et pour tous réels strictement positifs z1,xa,...,Z,, on a :

log, (1 X xa X ... X x,) = log,(x1) + log, (z2) + ... + log,(x,)

2.2. LOGARITHME DECIMAL

Définition 4

La fonction logarithme de base 10 est appelée la fonction logarithme décimale. On la note log.
On a alors pour tout x € R} :
Inx

log(x) = logyg(z) = nio

Exemples

1) On considére les nombres réels suivants : a = log,,(100) et 8 = log,4(25).
Déterminons § en fonction de « :

On a:
~ In(100)  In(2? x 5%)  2In(2) + 21n(5)
~ In(40)  In(23x5)  3In(2) +1n(5)
et
5= In(25)  2In(5)  In(5)
~In(16)  4In(2)  2In(2)
Posons t = }Egg, alors B =L et :
o 2+ 2t
3+t
On résout pour trouver ¢ en fonction de « :
2+ 2t
a= 3—:—15 =aB+1t)=2+2t=3a+at=2+2t = at — 2t =2 — 3«
0 —2) =230t 200
N a-—2
Donc : ; 9_3
—3a
F=3= 2(a — 2)
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2) Résolvons ’équation suivante : log,, (4z) + log,, (16x) =4

L’équation est définie si z > 0, 2z # 1 et 4o # 1, c’est-a-dire si z € R} — {1, 1}.
oyl

On a maintenant pour tout x € R’} 3

10g2z (43:) + 10g4w<16x) = 4

And 10g2z(2) + 10g2z (21) + 10g4z (4) + 10g4m(4x) =4
In2 In4

& n(2z) + In(dz) =2 (car: logy,(2x) = log,,(4z) = 1)

Ce qui donne

1_’_10;2(90) + 2+102g2(m) = 2, c’est-a-dire 2(logy(z))? + 3logy(z) = 0. Ainsi :
3
logo(z) =0 ou logy(z) = —3

. , . Q. 1
Par suite, 'ensemble solution est : S = {1, m}

2.3. COURBE DE LA FONCTION log,

Remarque

La courbe Cjog, admet une branche parabolique dirigée vers ’axe des abscisses au voisinage de +oc.

Lycée Mohammed Serraj Temara - Tél: 0708875223



