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Les équations différentielles

I. Notion d’une équation différentielle
Activité :

On consideére la fonction numérique f définie sur R par : f(z) = 24,
On pose :

y=[f(), y=f@), ¥ =f().
Montrer que :
y" + 3y — 4y =0.

Définition 1

Toute équation ou I'inconnue est une fonction numérique, et qui se présente sous forme d’une relation
entre cette fonction et ses dérivées, est appelée une équation différentielle.

I1. Equations différentielles du premier ordre

1. L’équation différentielle 3/ = ay

Propriété 1

Soit a un nombre réel non nul.
Les solutions sur R de I’équation différentielle :

sont les fonctions définies sur R par :

ou k est un nombre réel quelconque.
(N J

Remarque

Pour tout (g, yo) € R?, il existe une solution unique f de ’équation différentielle :

vérifiant la condition :

-
N

Exemple :
Les solutions de I’équation différentielle :
(B): ¢ +2y=0

sont les fonctions :
T > ke 2 (k e R).

Déterminons la solution f de I’équation (E) vérifiant :

On a:
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Donc :

Ainsi :

Exercice d’application :

1. Résoudre les équations différentielles suivantes :
a) y =3y
b) 3 +5y=0.
2. On considére I’équation différentielle :
(E): 3y —2y=0.

a) Résoudre 'équation différentielle (E).
b) Déterminer la solution de I’équation (F) vérifiant :

y(3) = —1.

2. L’équation différentielle ' = ay + b

Propriété 2

Soient a et b deux nombres réels tels que : a # 0.
Les solutions sur R de I’équation différentielle : 4’ = ay + b sont les fonctions définies sur R par :

b
T — ke®™ — —,
a

ou k est un nombre réel quelconque.
g J

Exercice d’application :

1. Résoudre I’équation différentielle :
(E): ¥/ +2y—4=0.
2. Déterminer la solution de 'équation (F) dont la courbe passe par le point :

A(—1In2,6).

ITI. Equations différentielles du second ordre

1. Equation différentielle v” + ay’ + by = 0

Définition 2

Soient a et b deux nombres réels.
L’équation :
r24+ar+b=0

ou r est I'inconnue, est appelée équation caractéristique de I’équation différentielle :

y" +ay +by=0.
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Propriété 3
Soit
A=a®—4b

le discriminant de ’équation caractéristique :
(E): P2 +ar+b=0.

— Si A > 0, I’équation caractéristique admet deux solutions réelles 71 et rs.
Les solutions de I’équation différentielle sont :

y(z) = ae™® 4 [e*.

— Si A =0, I’équation caractéristique admet une seule solution réelle r.
Les solutions de I’équation différentielle sont :

y(@) = (o + Bz)e™”.
— Si A <0, I’équation caractéristique admet deux solutions complexes :
r=p+1iq et ro =P —1q.
Les solutions de 1’équation différentielle sont :
y(z) = (acos(qz) + Bsin(gqx))el”.

Avec :
(o, B) € R2.

Soit A = a? — 4b le discriminant de 1’équation caractéristique
(E) : 7™ +a +b = 0

SiA > 0 SiA = 0 SiA < 0

! !

L’équation (F) ad- L’équation (F) admet

L’équation (F) admet une

met deux solu- . , deux solutions complexes
seule solution réelle rq

tions réelles 7 et ro ri=p+iqgetro =p—iq

\ /

Les solutions de ’équation différentielle vy’ + ay’ + by = 0 sont :

/

y(x) = ac® + gerse y(@) = (a + Br)ers

y(2) = (acos(q) +
Bsin(qz))er”

Exercice d’application :

1. Résoudre les équations différentielles suivantes :
(Er): y" =3y +2y=0

(EBa): ' +4y +4y=0
(E3): y" — 4y’ + 13y = 0.



Lycee Med Serraj - Temara 2 Bac PC & SVT Youssef SEMHI

2. On considere ’équation différentielle :
(E'): " — 5y + 6y = 0.

a) Résoudre I'équation différentielle (E’).
b) Déterminer la solution f de I’équation (E’) vérifiant :

f(0)=1 et 1(0) = 2.
3. On considere I'équation différentielle :
(E"): 3y" +4y=0.

a) Résoudre 'équation différentielle (E").
b) Déterminer la solution g de ’équation (E”) vérifiant :

(Bt w0



