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Produit vectoriel dans ’espace

I. Orientation de I’espace

1.1. Triédre

Définition 1

Trois demi-droites [Ox), [Oy) et [Oz) de méme origine O et non coplanaires déterminent, dans cet
ordre, un triédre que ’on note :

(Oz; Oy; Oz).

Les demi-droites [Ox), [Oy) et [Oz) sont appelées les arétes du triedre (Oz; Oy; Oz).
\

N

1.2. Bonhomme d’Ampére — Repére orienté
S . '_" 2 N 9 .
oit (051,74, k) uE repére de lfspace_(g) }
On pose : Of =1, O-j:], OK = k.
— Le bonhomme d’Ampére du triedre ([O];[OJ]; [OK]) est un personnage imaginaire porté sur
l'axe [OK].
— Le triedre ([O1]; [OJ]; [OK]) est dit direct si le bonhomme d’Ampére regardant O1 ale vecteur O.J
a sa gauche.
— Dans le cas contraire, le triédre est dit indirect.

Le repere (031, , k) est dit direct lorsque le triedre ([O1]; [0J]; [OK]) est direct.

\

Proposition 1

-

Si le repére (O;14, ], k) est orthonormal direct, alors :

0;7, E ) et (O; ki, j) sont directs.

0;7,1, E) (O; E,j, ;) et (O;Z, E,;) sont indirects.
1,7, lg) (O;Z, -7, E) et (O;;, 7, —12) sont indirects.

-

a) Les repéres
b) Les repéres
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c) Les repéres
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II. Produit vectoriel

2.1. Définition du produit vectoriel

Définition 3

— OB.

et U, dans cet ordre,

—
Soient 4 et ¥ deux vecteurs de l’espace orienté tels que : & = OA et 0]
Si @ et ¥ ne sont pas colinéaires, alors le produit vectoriel des vecteurs @
noté : 4 A U, est le vecteur «j = OC défini par :

— la droite (OC) est perpendiculaire au plan (OAB);

— le triedre ([OA]; [OB]; [OC]) est direct ;

_> —_—
— |O0C|| = ||OA|| x |OB|| x sin6 ot 8 = AOB.

Si @ et ¥/ sont colinéaires, alors : 4 A ¥ = 0.

(&

Remarques

— Le produit vectoriel des vecteurs i et ¥ ne dépend pas du choix du point O.

\

— Le produit vectoriel de deux vecteurs est un vecteur.

— SiW=UA, alors : W L @ et w L 7.

— ll@ll =l o]l [sin(@ o).

— Pour tout vecteur @ : @A u = 0.

— Les points A, B et C sont alignés si et seulement si : E A 1@ =0.

-
.

Exemple 1 :
Soient ¥ et U tels que : ||@]| = 3, |0 = 4, (a;7) = §.
Calculons ||2 A Y| :

[a A al| = (|l 7] sin(a;7) = 3 x 4 x
Donc : ||@ A U] = 6.

2.2. Interprétation géométrique

Le réel : ||@ A U|| représente l'aire du parallélogramme construit sur les vecteurs i et v.

Sl

]

I11. Propriétés du produit vectoriel

3.1. Antisymeétrie
Proposition 2

Pour tous vecteurs 4 et U :

—

TAU=—UANT.

Le produit vectoriel est donc antisymétrique.
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3.2. Bilinéarité

Proposition 3

Soient i, U et W trois vecteurs et a € R.
Alors :
UN(T+ W) =UdANT+UTAT
(U+NNANTW=UNT+ITANT
4N (a¥) = a(t A D)
N\ J

3.3. Expression analytique

Proposition 4

Dans une base orthonormée directe (i, 7,k) :

iz y;2) et o(alsy2)

alors :

Ve
g

Exemple :

On considére : 4 =1 —27+3ket v=3i+ 75 — k.

Alors :
Lo =2 1= |1 3= 1 3|z P
u/\v—‘3 K '3 _1]+’_2 lk—( 1)i + 105 + 7k.

IV. Applications

4.1. Aire d’un triangle

Proposition 5

Soient A, B et C' trois points non alignés.

L’aire du triangle ABC' est :
|

4.2. Equation d’un plan
Proposition 6

Soient A, B et C trois points non alignés.
Alors :

M € (ABC) < AM - (AB A AC) = 0.
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4.3. Intersection de deux plans

Proposition 7

Soient (P) et (P') deux plans sécants.
Si 71 est un vecteur normal de (P) et n/ un vecteur normal de (P’),
alors :
AN
est un vecteur directeur de la droite d’intersection des deux plans.
_ J

4.4. Distance d’un point & une droite

Proposition 8

Soit (D) la droite passant par A et dirigée par le vecteur .
La distance d’un point M a la droite (D) est donnée par :

’m/\ﬁ

]

d(M; (D)) = ’

-
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