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Produit scalaire dans ’espace

Produit scalaire dans ’espace

. Définitions et notations

Définition 1

Soient @ et ¥ deux vecteurs de ’espace.
On appelle produit scalaire de 4 et ¥ le nombre réel noté :

/v/’
u-v

Siu= xﬁ et v = @, alors le produit scalaire de i et U est le Al
produit scalaire des vecteurs AB et AC dans tout plan contenant U B
les points A, B et C.

Si 'un des deux vecteurs est nul, on pose : @ - v = 0.

i

G J
Remarques
a) Soit H le projeté orthogonal du point C sur la droite (AB).
— Si ﬁ et ﬁ ont le méme sens, alors
C
AB - AC = AB x AH. 1
Cela correspond au cas ou l'angle géométrique BAC est 3
., A C B
gu. H
— Si ﬁ et ﬁ ont des sens contraires, alors
AL AC = —AB x AH.
Cela correspond au cas ou l'angle géométrique BAC est
obtus.
b) Toutes les propriétés du produit scalaire dans le plan restent
valables dans ’espace.
\ J
Exemples :
Soit ABCDEFGH un cube dont I'aréte a pour longueur a.
- Calculons le produit scalaire ﬁ : Cﬁ :
— H G
Puisque les faces d’un cube sont des carrés, alors : C@ = FA.
De plus, F est le projeté orthogonal de F' sur (AF). Donc : > T
—
AF - GC = AP -EA = —AE x AE = —d®.
D » N4
- Calculons le produit scalaire ﬁ : 58 : ¢
Puisque ABCD est un carré, alors : ﬁ = E 4
De plus, B est le projeté orthogonal de F' sur (AB). B
Donc :
AF - DC = AF - AB = AB x AB = d”.
Applications :

1. Soit ABCDEFGH un parallélépipede rectangle tel que :

AE=5  AB=8, AD=6.



Lycée Med Serraj - Temara 2 Bac Sciences PC et SVT Youssef SEMHI

Calculer :

2. Soit ABCEFG un prisme droit tel que le triangle ABC' soit rectangle en A.

On suppose que :
AC =3, AB =4, AFE = 8.

Calculer :

2. Orthogonalité de deux vecteurs

Définition 2

Deux vecteurs et ¢ de I'espace sont dits orthogonaux si : @ - v = 0. On écrit alors : @ 1 .

Exemple :
Dans le cube ABCDEFGH :

DH - DC = 0.
Deplus:ﬁ[-@:ﬁ-ﬁ:(),donc:ﬁj_@.

w

. Symétrie et bilinéarité du produit scalaire

Propriété 1

Soient u, U et w trois vecteurs de ’espace et k € R.
On a:

et :

On dit que le produit scalaire est une opération symétrique et bilinéaire.

-
\.

4. Norme d’un vecteur de ’espace

Définition 3

Soit # un vecteur de ’espace.
Le produit scalaire u - & s’appelle le carré scalaire de 4 et se note :
Le nombre réel positif V@2 s’appelle la norme de @ et se note : ||i]| = Vui2.

1_[2

(. J
Si @ = AB, alors : @2 = AB2 = AB? = || AB||%
(G J

Propriété 2

Soient @ et ¥ deux vecteurs de I'espace et k € R.

On a:
||| =0 < i@ =0,
|2l = &[],
@ - v = ||dl|||v]| cos(, D),
| + o] < [l@]l + |12,
|4 - 7] < |||
De plus :
1%+ 412 = ||a||® + 2@ - 7 + || 7)),
& J
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Exemples :

1. Soient A, B et C' trois points de ’espace tels que :

AB =5 et AB-AC =3

Calculons :
(—24B) - BC.
On a:
BC = BA + AC.
Donc :
(—24B)- BC = 248 - (BA + AC) = 2AB? — 248 - AC.
Ainsi :

(—24B)-BC =2 x5 — 2 x 3= 44.

2. Soient @ et ¥ deux vecteurs de Iespace tels que :
ldl =2, |vll=3, |u+d|=5.

Alors :

—

~ L . o 1
a5 =5 ([l + o) - ||a* - 7)) = 5(25 -4 - 9) = 6.

II. Etude analytique du produit scalaire

1. Base orthonormale et repére orthonormal
Définition 4

Soit (O;7; j; k) un repére de espace (€).

-

— On dit que la base (7;]; k) est orthonormale (ou orthonormée)
lorsque : kT

i-j=F-k=k-i=0 et ||l =l =kl =1 oHX

— On dit que le repere (O;: j; k) est orthonormal (ou orthonormé)
lorsque la base (;, 7: E) est orthonormale.

X

Ve
-

Dans toute la suite, on suppose que 'espace est rapporté & un repére orthonormal (O; ',f, E)

2. Expression analytique du produit scalaire

Propriété 3
Soient : u(x;y; 2) et v(2';y'; 2') deux vecteurs de I'espace.
Alors :
w-v=xz +yy + 27

|ld]] = /2% + y2 + 22.

De plus :

Ve
g

Exemple :
On considere :
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et :
@ = (2m — 3)i + j + mk.
Alors :
U-7=2x14+2x(-1)4+(-1)x3=-3.
De plus :
U-w=22m—3)+2—m=23m—4.
Ona:
lal| = /22 + 22 + (-1)2 =3
et :

17 = /12 + (~1)2 + 32 = VL.

Pour que @ et w soient orthogonaux, il faut :

4
a-w:o<:>3m—4:o<:>m:§.

Propriété 4

Soient A(za;ya;24) et B(xp;yp; 2p) deux points de Iespace.
Alors :

AB = /(wp —24)’ + (45 — ya)* + (2 — 20)’.

s
3. Ensemble des points M tels que ©- AM =k
Propriété 5

Soit (a; b; ¢) un vecteur non nul de 'espace, A un point et k£ un réel.

e
L’ensemble des points M de ’espace tels que : @ - AM = k est un plan dont une équation cartésienne
est de la forme :

axr +by+cz+d=0.

Exemple :
Soient :
A(—1;3;2) et w(2;1; —3).

Déterminons I'ensemble des points M (zx;y; z) tels que :

AM =

u-A 7.

On a :
24+ 1)+(y—3)—=3(z—2)=T.
Donc 'ensemble est le plan :
20 +y—32—-2=0.

III. Plan défini par un point et un vecteur normal

1. Vecteur normal a un plan

Définition 5

Un vecteur non nul 77 de P'espace est dit normal a un plan (P) lorsque toute droite de vecteur directeur

7 est perpendiculaire au plan (P).
(. J

Pour montrer qu’un vecteur non nul est normal & un plan, il suffit de montrer qu’il est orthogonal &

deux vecteurs non colinéaires de ce plan.
N J
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Exemple :

Soit ABCDEFGH un cube.
Démontrons que AC est un vecteur normal au plan (BDE) :

— Le vecteur ﬁ est orthogonal a ﬁ .

En effet,
AG-EB =0

car :

AG-EB = (AF + FG)-EB = AF - EB + FG - BB.

AP - EB=0

et

FG-EB=FG-(EF+FB)=FG-EF+FCG-FB = 0. ER F

— De méme, le vecteur zﬁ est orthogonal a ﬁ ) S C
En effet, N

AC-ED =0 A B

AG-ED = (AH + HG) - ED = AH - ED + HG - ED.

Or :

AH-ED =0

et
HG-ED=HG - (EH+ HD) = HG - EH + HG - HD = 0.

Les vecteurs ﬁ et ﬁ ne sont pas colinéaires ;
donc AC est un vecteur normal au plan (BDE).

2. Equation cartésienne d’un plan

Propriété 6
Soient a, b, ¢ et d des nombres réels tels que : (a;b;c) # (0;0;0).
Un plan de vecteur normal 7i(a; b; ¢) a une équation cartésienne de la forme :

axr +by+cz+d=0.

Réciproquement, I’ensemble des points M (x;y; z) tels que : ax + by + ¢z + d = 0 est un plan dont un

vecteur normal est : 7i(a; b; ¢).
. J

Exemple :
Déterminons une équation du plan (P) passant par : A(—1;2;1) et de vecteur normal : 7(2; 1; —3).
Une équation de (P) s’écrit :

2c+y—32+d=0.

Comme A € (P) :
2(-1)+2-3(1)+d=0.
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Donc :
d=3.
Ainsi :
(P):2z+y—32+3=0.
Applications :

1. Déterminer un vecteur normal au plan (P) dans chacun des cas suivants :
(P):2z—y+82—-1=0,

(P):3z—-22+10=0,
(P):2y+3=0.

2. Déterminer une équation du plan (@) passant par B(—1;0;3) et de vecteur normal : 7(2; —3;4).

3. On consideére :
A(1;-1;1), B(0;2;-1), C(-1;1;0).

a) Vérifier que les points A, B et C ne sont pas alignés.
b) Montrer que 7(1; 3;4) est normal au plan (ABC).

3. Parallélisme et orthogonalité

Propriété 7
Soient (P) et (P’) deux plans et (D) une droite de I'espace.
Soient 7 et 7’ deux vecteurs normaux respectivement a (P) et (P’), et soit @ un vecteur directeur de

(D).

1. (P ") sont paralléles si et seulement si 77 et 71’ sont colinéaires.

(

[§]

t (P
P) et (P') sont orthogonaux si et seulement si 7i et 71’ sont orthogonaux.

(P)
2. (P)
3. (D) est paralléle au plan (P) si et seulement si 4 et 7 sont orthogonaux.
1 (D)

D) est perpendiculaire au plan (P) si et seulement si @ et 7 sont colinéaires.

Exemples :
1. On considére : (P): 2z —4y+z+1=0et: (P):ax+y+22—3=0.
Un vecteur normal & (P) est : 7i(2; —4; 1), et un vecteur normal & (P’) est : @'(1;1;2).
On a:
n-n=2—4+2=0.

Donc :
(P) L (P).

2. Déterminer une équation du plan (Q) passant par A(1;—1;1) et parallele au plan :
(Q) : 3z +y—5z=0.

Puisque (Q)//(Q'), le vecteur 7(3; 1; —5) est normal au plan (Q).
Donc :
(Q):3zx+y—5z2+d=0.

Comme A € (Q) :
3—-1-5+d=0.

Donc :
d=3.
Ainsi :
(Q):3x+y—52+3=0.
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Applications :
On considere les plans : (P):2z —3y+z+1=0et: (Q): (m—1x+2y+ (2m—3)z+7=0.

1. Déterminer la valeur de m pour laquelle (P) et (Q) sont orthogonaux.

2. Déterminer une équation du plan (P’) passant par A(—1;—1;0) et paralléle au plan (P).

4. Distance d’un point a un plan

Définition 6

Soit (P) un plan et A un point de l’espace.
La distance du point A au plan (P), notée d(A; (P)), est la distance : AH ou H est le projeté orthogonal

de A sur le plan (P).

Propriété 8

La distance du point A(z4;y4;24) au plan (P) d’équation : ax + by + cz + d = 0 est donnée par :

_laza 4 bya + cza + d

va? + b2+ c?

d(4; (P))

Exemple :
On considere le plan : (P) : 2z —y + 22+ 3 =0 et les points : A(1;-1;2) et B(0;2;-2).

2+14+443 0—2—4+3|
Alors : d(A;(P)) = —F——— = 5, et : d(B;(P)) = ——— = 1.
ors & d(A; (P)) = === = et s d(B; (P) .

Applications :
1. On considere : (P):x+y—z+1=0et:(Q):2x+y+22—-3=0.
a) Calculer d(A; (P)) et d(A;(Q)) sachant que : A(2;1;—1).
b) Déterminer I’ensemble des points M de l’espace tels que : d(M; (P)) = d(M; (Q)).
2. On considere : A(1;—1;2), B(2;0;1),etles plans: (P) : x+y—2z—1=0et: (Q) : 2z4+y—2+1 = 0.

a) Calculer la distance du point A au plan (P).
b) Montrer que B est le projeté orthogonal de A sur (P).
c) Calculer d(4;(Q)). Que peut-on en déduire ?

3. On considere : A(—1;1;1) et : (P): 2z —y+2—2=0.

a) Déterminer les coordonnées du projeté orthogonal de A sur (P).
b) Pour tout réel m, on pose : (Qn,) = {M / AM - AH = m}. Déterminer analytiquement (Q,).
¢) Déterminer m tel que : d(A4; (Qn)) = d(A; (P)).

IV. Sphere dans I’espace

1. Définition
Définition 7

Soit 2 un point de I'espace et R un réel positif.

La sphere (S) de centre 2 et de rayon R
est I’ensemble des points M de ’espace tels que : QM = R.
On la note : S(2; R).

Soient A et B deux points de la sphere (S).
Le segment [AB] est appelé diametre de la sphere (S)
lorsque le centre €2 de la sphere (S) est le milieu du segment [AB].
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2. Equation cartésienne d’une sphere

Propriété 9

Soient R > 0 et (a;b; ¢) un point de ’espace.
Une équation cartésienne de la sphére de centre {2 et de rayon R est :

(x—a)+ (y—b)2+(z—c)?=R%L

Exemple :
Soit (S) la sphere de centre : (1; —1;2) et de rayon : R = 3.
Alors une équation cartésienne de (S) est :

(-1 +(y+1)?+(z-2%*=0.
En développant :
(S):a® +y?+2°2—22+2y—42z—-3=0.
Applications :

Déterminer une équation cartésienne de la sphere de centre 2 et de rayon R dans les cas suivants :

Q(2;0;-1), R=+2,
3

2(-3;1;-2), R= 3

3. Représentation paramétrique d’une sphere

Propriété 10

Soit (S) la sphere de centre §2(a;b; c) et de rayon R.
Un point M (z;y; 2) appartient & (S) si, et seulement si, il existe (¢,6) € R? tel que :

x =a+ Rsinpcosb,
y=>b+ Rsinysind,
z=c+ Rcos .

Ce systeme est appelé une représentation paramétrique de la sphere.
\ J

(S)

Exemples :
1. Une représentation paramétrique de la sphere de centre Q(—1;0;2) et de rayon R = 3 est :
x = —1+3sinpcosb,

y = 3sin psin 6,
z2=2+3cosep.



Lycée Med Serraj - Temara 2 Bac Sciences PC et SVT Youssef SEMHI

2. Le systeme :
1
=3 + 2sin @ cos 6,

y=—14 2sinpsinb,
z=1+4+2cosp

1
représente la sphere de centre : ) (5, —1; 1) et de rayon : R = 2.

4. Reconnaitre une sphere

Propriété 11

Soit (S) I'ensemble des points M (z;y; z) de 'espace tels que :
2 +y? + 22 — 20z — 2by — 2cz +d = 0.

1. Si:a?+b*+c2—d >0, alors (S) est la sphere de centre (a;b;c) et de rayon :

R=Va2+b2+c2—d.

2. Si:a?2+b+c2—-d=0, alors :
(S) = {Q(a; b;¢)}.

3.Si:a?2+b4+c%—d<0,alors :

Exemples :

1. L’ensemble : (S1) : 22 4+ y? + 22 — 2z — 6y — 42 = 0 est une sphére de centre : 1(1;3;2) et de rayon :
Ry =+V14.

2. L’ensemble : (S3) : 22 + 32 + 22 — 62 + 4y + 62 + 22 = 0 vérifie : (v —3)2+ (y+2)2 + (2 +3)2 = 0.
Donc : (S2) = {(3;—2;-3)}.

3. L’ensemble : (S3) : 2% + y? + 22 — 20 + 3y + 2z + 7 = 0 donne, aprés complétion des carrés :

(x—1)2+(y+;)2+<z+%>2=—;

Donc : (S3) = @.

Applications :
Déterminer ’ensemble des points M (z;y; z) dans chacun des cas suivants :

(S1):a® +y* + 2% —da + 6y =0,
(Sg):x2+y2+z2+m—3y+4z+§=0,
(53):w2+y2+22—$—3y+2z—;:0,
(Sg):a? +9y°+ 22+ —-3y—224+9=0.

A B

5. Ensemble des points M tels que MA- MB =0
Propriété 12

Soient A et B deux points distincts de 1’espace.

1. L’ensemble des points M de I’espace tels que : m - M § = 0 est la sphere de diametre [AB].

2. Si: A(xa;y4;24) et B(xp;yp; zB), alors une équation cartésienne de cette sphere est :

(z—za)(z—2B) + (y —ya)(y —yB) + (2 — 24)(2 — 2B) = 0.
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Exemple :
Soient :
A(-1;2;1) et B(1;-1;0).

L’ensemble des points M (z;y; z) tels que : MA-MB =0 est la sphere de diametre [AB].

Son équation est : (x+1)(z—1)+ (y—2)(y+1)+ (2 —1)z=0.
Donc :

7;2-|-y2-|-22—y—z—320.
Applications :
On consideére les points : A(2;0;1), B(1;-1;1), C(0;0; —1).

1. a) Déterminer une équation cartésienne de la sphere de diametre [AB].
—
b) Calculer : CA - C@ . Que peut-on en déduire ?

)
2. a) Déterminer une équation cartésienne de la sphere de diametre [AC].
)

b) En déduire le centre et le rayon de cette sphere.

6. Intersection d’une sphere et d’une droite

-

Exemples :

1. Soit (S) la sphere : (x —1)2 + (y — 1)2 + (2 — 2)2 = 9 et la droite (D) :

z=1-k,
y=1+k,
z=1+k.

On remplace dans ’équation de la sphere : k2 + k2 + (k — 1)2 = 9 <= 3k? — 2k — 8 = 0.

Donc :

Ainsi la droite coupe la sphere en deux points.
2. Soit (S) :a? +y? +22—2x —4y+22=0¢t (D) :

r =2+ 3t,
y=4+t,
z = —2+4 5t.

Aprés substitution : 35t = 0. Donc t = 0 et la droite est tangente & la sphére.
3. Soit (S):a?+y?+22+22—2y—1=0et (D):

x=—-1+Kk,
y =1+ 2k,
z=2.

Apres substitution : 5k% + 1 = 0.

Cette équation n’a pas de solution réelle, donc la droite est extérieure a la sphere.

Propriété 13

Soient S(€2; R) une sphere et (D) une droite de 'espace.

On désigne par d la distance du point 2 a la droite (D), et par H le projeté orthogonal de €2 sur (D).

1. Sid > R, alors : (D) N (S) = @. La droite est extérieure a la spheére.
2. Sid= R, alors : (D)N(S)={H}. La droite est tangente a la spheére en H.

3. Si d < R, alors la droite coupe la sphere en deux points.

10
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(S) (S) (S)

Q 0
: v
! A ! B
\d I':'[
|

i (P) H

(P) " ; i
(P) est tangente a (S) (P) coupe (S) en deux points

(P) est a l'extérieur de (S)

7. Intersection d’une sphere et d’un plan

Propriété 14
Soient S(2; R) une sphere et (P) un plan de l’espace.
On désigne par d la distance du point 2 au plan (P) et par H le projeté orthogonal de Q sur (P).
1. Sid> R, alors :
(P)n(S) =g@.
Le plan est extérieur a la sphere.
2. Sid= R, alors :
(P)N(S) ={H}.
Le plan est tangent a la spheére en H.
3. Sid< R, alors :
(P) N (S)
est un cercle de centre H et de rayon : r = VR2 — d2.

£0)
H
(P) est a lextérieur de (S) (P) est tangente & (S) (P) coupe (S) suivant un cercle (C)
Exemples :

1. Soit (S): 2?2+ y*+22—2r—2y—4=0etleplan: (P):22 —y—2+5=0.
On a:
(S):(x =1+ (y—1)*+ 2% =6.
Donc (S) est de centre (1;1;0) et de rayon R = /6.
De plus :

s (P = 2L =

11
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Donc le plan est tangent a la sphere.
2. Soit (S) :a?+y?+22—20x+22+1=0et: (P):z—y—2—-3=0.
On obtient un centre 2(1;0; —1) et un rayon R = 1.
Or:
d(Q;(P)) = V3> R.

Donc :
(S)N(P) =w.

3. Soit (S): (z =2+ (y—1)2+(2+3)?=9et: (P): 2z —y+32—2=0.
Le centre est : Q(2;1; —3) et R = 3.

On a:
4—-1-9-2 4v/14
a(@: (P)) = i,
V14 7
Donc le plan coupe la sphere suivant un cercle de centre H, projeté orthogonal de €2 sur (P), et de
rayon :
1
r=vVR:-d?= \/37.
Applications :

1. Etudier l'intersection de la sphére (S) et du plan (P) dans chacun des cas suivants :

(S):a®+y* +2° —4x+2y—22-3=0, (P):z—2y+22z—3=0.
(S):a? +y? +2°2+6y—424+49=0, (P):x—2y+22z—3=0.

(S): 2’4+ +2°+2y—42—-T7=0, (P):z4+y+2—4=0.
2. Donner une équation de la sphére de centre 2(—1;2;3) et tangente au plan :

(P):z—2y+22+1=0.

Propriété 15
Soit (S) une sphere de centre 2 et soit A € (5).

Il existe un seul plan (P) tangent a la sphére (S) en A.
Il est défini par :

M € (P) <= AM - AQ = 0.

Une équation cartésienne de ce plan est :

(o —z4)(® —24) + (Yo — ya)(y — ya) + (20 — 24)(z — z4) = 0.

12



