CALCUL INTEGRAL ET
EQUATIONS DIFFERENTIELLES




CALCUL INTEGRAL

¢  Jntégrale et Primitives :

e SiF estune primitive de f sur [ alorsVa,b €1 :

b
j F0)dx = [FWIE = F(b) - F(a)

e Sig(x) = _f; f(t)dt, alors, g'(x) = f(x) et donc g est la primitive de
f qui s’annule en a
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¢ Pnepuiéctés de Cintégrale :

e Relation de Chasles : f; flx)dx = f; f(x)dx + fcb f(x)dx

e Antisymétrie : fba f(x)dx =— f; f(x)dx

e Linéarité :f;(af(x) +Bg(x))dx = a fff(x)dx + B f; g(x)dx

e Positivité :f > 0 sur|a;bl,a<b= ff f(x)dx = 0

e Conservation de ordre :f > gsur |a;bl,a<bhb = f;f(x)dx > f:g(x)dx

IfI =M =

e Inégalité de la moyenne :{

e Valeur moyenne : la valeur moyenne de f sur

m<f<M=mb-a)< [ f(x)dx<Mb-a)

f;f(x)dx‘ < M|b — al

a;bl:p =5 [, fO0dx

e Intégration par parties : f; u(x)v'(x)dx = [u(x)v(x)]2 — f; u' (x)v(x)dx




¢ Caleul d’aires :

f est positive f est négative f est de signe quelconque
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fb b
cﬁlsz(x)dxxua dq:‘f f(x)dx X ua A=Ay + A, + Aj
a a

Aire entre deux courbes Aires entre une courbe et une droite

i 4

b

b
A =f [f(x) —g(x)]dx X ua A =J [f (x) — yldx X ua A = f:[y—f(x)]dqua

|
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¢ Calcul de Volumes :

Volume du solide de révolution engendré par rotation autour de ’axe des abscisses

L espace étant rapporté a un repere ¢

orthogonal (0 =115 E), la rotation de la /[X\

partie du plan (O ; 7,J) délimité par la
courbe(Cy ), I"axe des abscisses et les

droites d’équations x = a et x = b | W
autour de 1’axe des abscisses engendre

un solide de révolution.

ot

b
V=7rf f%(x) dx x uv
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Au programme

Equations différentielles Solution générale Solution particuliére
— Il existe une unique solution
y' = ay (aréel) y = ke®™ avec k € R |satisfaisant a la condition

—

initialey(xg) = Vo

Il existe une unique solution
y = Acoswx + B sin wx |satisfaisant aux conditions

avec A E Ret BER initiales
yi(ts) = Yo et ¥'(%,) = ¥

y"' + w?y =0




Hors programme

Equation différentielle

Solution

ay” + by +c=0

Elle s’exprime a |’aide des racines r; et r, de son équation
caractéristique ar® + br + ¢ = 0.

e Si A= b? — 4ac > 0 alors r; et r, sont réels et
y = Ae"* + Be'?*

e SiA=b? —4ac =0alorsr; =1, = 1y est réel et
y = (Ax + B)e™*

e SiA=b? —4ac<0alorsr; =a +iff etr, = a — iff sont
complexes conjugués et
y = e*®(Acosfx + Bsinfx)
Dans tous les cas, Il existe une unique solution satisfaisant
aux conditions initiales y(xg) = yo et ¥'(xy) = ¥4




¢ Opérations et dénivées :

Opérations et dérivées Dérivées successives

e (ut+v) =u+7v o (i),=_nu’(n21)

un un+1

e (ku) = ku'(kréel)

,(@':%(u>0) o FO = f

o (lnu)’zu;,(u>0) o f) = £

e (wv)' =u'v+rv'u

@ (1)’ = —u—’(u *0) o f@ = fr

u u?

S e (nful)’=X@=0) |lof®=[f0D]vn>1
.(E)zuvvu(vio) u

v v2
e (") =u'e"
e (Vou) =u'"xXv'ou

o (W) =nu'u®**(n=2)




Dérivée d’une bijection réciproque

o f est bijective de I sur ] o f~1 est dérivable sur ]
o f est dérivable sur | = ey 1
7 oV =k -

¢ Deérivée et sens de variation :

Soit f' 1a fonction dérivée de f sur I :

e SiVx €l f'(x) =0,alors, f est constante sur /

e SiVx el f'(x)>0,alors, f est strictement croissante sur /

e SivVx el f'(x) <O0,alors, f est strictement décroissante sur [
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¢  Dénivee et extvémum nelatif :

Si f’ s’annule x; et change de signe alors f admet un extrémum relatif en x,

Plus précisément

oVx€la; xo,f'(x) <0

oV x € lxo;bl, f'(x) > 0} = f(x) =2 f(xp) (minimum)

oVx€la; xo, f/(x) >0

oV x €lxy;b[,f'(x) <0 } = f(x) < f(xo) (maximum)
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PRIMITIVES
¢ Pumitives des fonctions usuelles :

F est une primitive de f sur I si F'(x) = f(x)

Fonction Primitives I

\ f(x)=0 F(x) =k (kréel) R

f(x) =x F(x)=%x2+k R
\ f@x) =" F(x) = ﬁx +k (nEN) R
\ f(x):lz F(x)=—1+k |—o0; 0[ou]0; 4oof

X X

\ f(x)=$(n22) F(x)=—(n_1)xn_1+k(n22) ]=00; 0[ ou]0; +oo
\ f(x)=% F(x) =2Vx+k 10; +oof
\ f(x) = sinx F(x) =—cosx+k R

f(x) =rcosx F(x) =sinx+k




Fonction

Primitives

I

1
cos? x

f(x) =

F(x) =tanx + k

]——+ km ; —+kn[,k €EZ

1
f(x)-:;

F(x) =Inlx|+ k

]—; 0[ou]0; +oof

f(x) =e*

F(x)=e*+k

R

¢  Puimitives et epérations :

On suppose que u est une fonction dérivable sur /

\h
I
:\
~

=

F=

n—_l_lu"“(n = N*)

[ =u cosu

F =sinu

F

i |
=——Ww=#0 I
u(u surl)

f=u'sinu

F =—cosu

1

F=-—
(n —1un-1?

(usOQsurletn=>2)

= In|u| (u # 0 surI)

==& =

F =2Vu(u>0surl)

F =g*




